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 1. Johdanto 
Murtolukukäsitteen ymmärtäminen ja soveltaminen on kautta aikojen ollut oppilaille vaikeaa 
(Haapasalo 1992, 9). Murtolukuihin tutustumisen alkaessa siirrytään paljon teoreettisemman 
matematiikan eteen kuin aiemmin koulutiellä: kokonaislukujen laskusäännöt eivät enää 
sellaisenaan päde, ja symbolien merkitykset ja nimitykset ovat äkkiä aivan erilaisia kuin 
mihin on totuttu. Murtoluvuilla laskemista harjoitellaan matematiikan tunnilla joka vuosi 
kolmannesta luokasta lähtien, ja joka vuosi oppilaan käsitys murtoluvusta syvenee.  
 
Murtoluvut on tärkeä matematiikan osa-alue. Murtoluvuilla on yhteys desimaalilukuihin, 
prosenttilukuihin, todennäköisyyslaskentaan, yhtälöihin, mittaamiseen ja mittasuhteisiin sekä 
niitä käytetään paljon arjen matematiikassa. Jos murtolukujen käsitteenmuodostukselle 
annettu aika on liian vähäistä ja harjoitteleminen liian mekaanista, voi murtolukujen käsite 
jäädä vain sääntöjen ulkoa opettelun varjoon ilman, että käsitettä ja laskusääntöjä 
ymmärretään. Siksi aihetta kerrataan eri luokka-asteilla murtolukujen lisäksi desimaalilukujen 
ja prosenttilukujen yhteydessä. 
  
Vuoden 1994 perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa korostettiin, että alakoulun 
aikana oppilaan tulisi sisäistää murtoluvun käsite: ”Tärkeämpää kuin murtolukujen 
mekaanisten laskutoimitusten harjoittelu on käsitteen ymmärtäminen sekä murtolukujen 
moninaiset sovellukset käytännön ongelmatilanteissa” (Opetushallitus 1994). Vuoden 2004 
opetussuunnitelman perusteissa korostettiin konkreettisuutta matematiikan opetuksessa: 
”Konkreettisuus toimii tärkeänä apuvälineenä yhdistettäessä oppilaan kokemuksia ja 
ajattelujärjestelmiä matematiikan abstraktiin järjestelmään” (Opetushallitus 2004). Myös 
uusimmassa opetussuunnitelmassa toiminnallisuus on esillä: "Konkretia ja toiminnallisuus 
ovat keskeinen osa matematiikan opetusta ja opiskelua" (Opetushallitus 2014).  On siis 
tärkeää, että oppilaat saavat konkreettisesti itse kokeilla ja huomata, mitä murtoluku todella 
tarkoittaa ja miksi laskusäännöt toimivat. Tähän auttaa murtolukujen opetteleminen 
toiminnallisin keinoin. 
  
Toiminnallisella matematiikan opetuksella tarkoitetaan yleensä opiskelua havainnollistavan 
materiaalin avulla. Opittavaa asiaa tutkitaan, kokeillaan ja konkretisoidaan joko yksin, 
pareittain, ryhmissä tai koko luokan kesken. Oppilaan rooli on aktiivinen oppija, joka 
rakentaa matemaattisia käsitteitä tutkien ja kokeillen. Toimintamateriaalin avulla oppilaat 
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 pohtivat todellisuuden ja matemaattisen mallin välistä riippuvuutta. (Tikkanen 2008, 93). 
Toiminnallisen matematiikan opetuksen tavoitteena on käsitteenymmärryksen lisääminen. 
 
Toiminnallista oppimateriaalia murtolukujen opetukseen on jo paljon saatavilla. Muun 
muassa murtokakut, värinapit ja värisauvat ovat yleisiä välineitä oppitunnilla käytettäväksi. 
Murtolukujen hyvän käsitteenymmärryksen takaamiseksi erilaisia välineitä tulisi käyttää 
monipuolisesti. Murtolukujen käyttö on arkielämässä niin yleistä, että sitä voidaan harjoitella 
myös muiden oppiaineiden tunnilla: kotitaloustunnilla resepti kuudelle syöjälle voidaan 
muokata kahdelle syöjälle tai uskonnon tunnilla voidaan tarkistaa kuinka suuri osa 
intialaisista on muslimeja. 
 
Tämän tutkimuksen tavoitteena on luoda ja testata toiminnallista opetusmateriaalia 
murtolukujen opetukseen. Materiaalissa käytetään peltipizzamallia, joka on monipuolinen 
murtolukujen havainnointiväline. Peltipizza on suorakulmion muotoinen alusta, johon 
piirtämällä voidaan havainnollistaa murtolukujen yhteen-, vähennys-, kerto- ja jakolaskuja 
sekä suuruusvertailua ja ekvivalenssiluokkia. Materiaalia testataan kahdessa alakoulussa, ja 
opetustuokioiden havaintojen ja oppilaiden palautteen perusteella pyritään vastaamaan 
seuraaviin tutkimuskysymyksiin: 
1) Tukeeko peltipizzamalli murtolukujen oppimista ja miten? 
2) Kokevatko oppilaat peltipizzamallin kiinnostavaksi tavaksi oppia murtoluvuista? 
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 2. Teoria 
2.1. Murtoluvut koulussa 
Murtoluku on kahden kokonaisluvun osamääräksi kirjoitettu luku m/n, missä m ja n ovat 
kokonaislukuja ja n ≠ 0. Murtoluvussa jaettavaa m sanotaan osoittajaksi ja jakajaa n 
nimittäjäksi. Osoittaja ilmoittaa otettujen osien määrän ja nimittäjä sen, kuinka moneen yhtä 
suureen osaan kokonainen on jaettu (Haapasalo 1994, 80). Murtoluvut voidaan jakaa 
aidoiksi murtoluvuiksi (eng. proper fraction) ja ei-aidoiksi murtoluvuiksi (eng. improper 
fraction). Aidot murtoluvut ovat arvoltaan pienempiä kuin yksi, kun taas ei-aidot murtoluvut 
voidaan ilmaista sekalukuina. Mikä tahansa päättyvä tai jaksollinen desimaaliluku voidaan 
ilmaista murtolukuna. 
  
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet vuosiluokille 1-9 ohjaa koulukohtaisia 
opetussuunnitelmia. Vanha vuoden 2004 perusopetuksen opetussuunnitelma listasi 
opetettavia asioita ja niiden arviointia, kun taas uusi vuoden 2014 opetussuunnitelma 
keskittyy siihen, miten opetetaan ja opitaan. Vuoden 2004 opetussuunnitelmassa murtoluvut 
olivat keskeisessä osassa jokaisella vuosiluokkakokonaisuudella (Opetushallitus 2004). 
Uudessa opetussuunnitelmassa pääpaino on opetuksen tavoitteissa ja opetuksen sisällöistä 
on kirjattu vain keskeiset kohdat. Murtoluvut mainitaan opetussuunnitelmassa lyhyesti vain 
muutamassa kohdassa. Vuosiluokilla 1-2 yhtenä matematiikan keskeisenä tavoitteena on 
murtoluvun käsitteen pohjustaminen konkreettisin välinein yhtä suuriin osiin. Vuosiluokkien 
3-6 keskeisiin sisältöihin on kirjattu murtoluvun käsite ja murtolukujen peruslaskutoimitusten 
harjoittelu eri tilanteissa. Murtoluvusta  tuodaan esille myös sen yhteys desimaalilukuun ja 
prosenttiin. Murtolukuihin liittyy myös jakolaskun harjoiteleminen sekä sisältö- että 
ositusjakotilanteissa. Vuosiluokkien 7-9 matematiikan opetuksen ydintehtävänä on vahvistaa 
oppilaan matemaattista yleissivistystä. Opetuksessa syvennetään matemaattisten 
käsitteiden ja niiden välisten yhteyksien ymmärtämistä. Keskeisiin sisältöalueisiin kuuluvat 
murtolukujen laskutaidon vahvistaminen sekä murtoluvun kertominen ja jakaminen 
murtoluvulla. (Opetushallitus 2014.) 
 
Ennen murtolukuihin tutustumista oppilaat ovat tottuneet siihen, että kokonainen tarkoittaa 
aina yhtä objektia, jota voidaan kuvata esineen avulla. Murtolukujen kohdalla käsitys 
kokonaisesta muuttuu teoreettisemmaksi: voidaan valita, että kolme palloa on yksi 
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 kokonainen, jolloin yksi pallo on 1/3 kokonaisesta tai valitaan kaksi palloa kokonaiseksi, 
jolloin yksi pallo on 1/2 kokonaisesta. Kysymys siitä, mikä on kokonainen, on tärkeä miettiä 
oppilaiden kanssa yhdessä. (Lamon 1999, 22.) Esimerkiksi yksi kolmasosa pizzasta ja yksi 
kolmasosa maapallosta ovat molemmat kolmasosia vaikkakin hyvin eri kokoisia. Lapsella on 
käsitys murtoluvuista jo ennen koulumatematiikan murtolukuja. Jokapäiväisessä elämässä 
tulee vastaan suhteita ja kokonaisen jakamisia osiin. Opettajan tehtävänä on liittää tämä 
lähtötieto uuteen opetettavaan matemaattiseen käsitteeseen. (Smith 2002, 3.) 
 
Kieren on jakanut murtolukukäsitteen viiteen osa-alueeseen (esimerkki luvulla 3/4) (kuva 1): 
osa-kokonainen (ympyrämalli: otetaan kolme neljästä yhtä suuresta osasta), osamäärä 
(joukkomalli: kolme kakkua jaetaan neljälle syöjälle), mitta (lukusuoramalli: 3/4 matkasta 
suoran alusta loppuun), suhde (joukkomalli: kolme vihreää autoa jokaista neljää valkoista 
autoa kohden) ja operaattori, joka suurentaa tai pienentää objektia (3/4 kahdeksasta). 
(Strang 1989, 20-21; Kilpatrick, Swafford & Findell (toim.)​ ​2001, 233.) 
 
Kuva 1. Murtolukukäsitteen viisi osa-aluetta Kierenin mukaan  
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 Murtolukuja voidaan havainnollistaa kolmella eri esitysmallilla: pintamallilla, joukkomallilla ja 
lukusuoramallilla (kuva 2). Pintamallissa yksi kokonainen on jokin geometrinen kuvio, 
esimerkiksi ympyrä, joka voidaan jakaa osiin. Joukkomallissa kokonaista kuvaavat kaikki 
kappaleet yhdessä: kokonainen voi olla kolme palloa ja kaksi kolmasosaa voidaan esittää 
värittämällä kaksi palloista. Joukkomallilla voidaan kuvata sekä murtoluvun osa-kokonainen- 
että suhde-näkökulmaa. Lukusuoramalli sopii mallintamaan murtoluvun ja desimaaliluvun 
välistä yhteyttä. Sillä voidaan kuvata murtoluvun mittanäkökulmaa. (Strang 1989, 26-27.) 
 
Kuva 2. Murtolukujen esitysmallit (murtoluku 2/3) 
 
Smithin mukaan mikään peruskoulun matematiikan aiheista ei ole yhtä matemaattisesti 
rikasta, kognitiivisesti monimutkaista ja vaikeaa opettaa kuin murtoluvut, suhdeluvut ja 
verrannollisuus. Oppilas kohtaa ensi kertaa luvun, joka ilmaisee kahden luvun suhdetta. 
(Smith 2002, 3.)  
 
2.2. Oppimisesta ja toiminnallisesta opettamisesta 
Konstruktivistisen oppimiskäsityksen mukaan tieto on mentaalinen representaatio, jonka 
oppija rakentaa mielessään. Oppiminen on aktiivista tiedon konstruoimista eli tulokselliseen 
oppimiseen tarvitaan oppijan oma panos. (Malinen & Pehkonen 2004, 12.) Opettaja ei voi 
siirtää tietämystään oppilaalle tai oppia oppilaan puolesta (Leino 2004, 20). Sveitsiläisen 
psykologin Piaget’n konstruktiivinen teoria lapsen kehitysvaiheista korostaa konkreettisten 
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 kokemusten ratkaisevaa merkitystä matemaattisten käsitteiden ja operaatioiden oppimiselle 
(Tikkanen 2008, 93). 
  
Yrjönsuuret määrittelevät oppimisen prosessiksi, jossa oppijan valmius tavoitteelliseen 
toimintaan uudistuu (Yrjönsuuri & Yrjönsuuri 2004, 125). Matematiikan oppimiseen liittyy 
kaksi tekijää: matemaattiset kokemukset ja niiden reflektoiminen. Reflektoinnissa oppija 
vertaa uutta kokemusta aiempiin kokemuksiinsa ja pyrkii antamaan uudelle kokemukselle 
merkityksen. Jos uusi kokemus ei tunnu merkitykselliseltä ja mielekkäältä, oppija voi 
reflektiovaiheessa lopettaa uuden asian oppimisen. Opiskelu taas määrittyy yksilön 
tavoitteelliseksi toiminnaksi, jonka tavoitteena on tietyn sisällön oppiminen. Oppiminen on 
tämän toiminnan aikaansaama sisäinen prosessi. (Yrjönsuuri & Yrjönsuuri 2004, 126.) 
  
Oppimiseen vaikuttaa suuresti se, että pyritäänkö tietoa vain välittämään oppijalle vai 
halutaanko saada oppija itse löytämään tuo tieto. Nämä toiminnot tuottavat erilaista 
oppimista. (Leino 2004, 24.) Oppija oppii itse työstämänsä asiat. Tehokas oppiminen siis 
vaatii sen, että oppija on aktiivinen ja toiminta on hänelle itselle mielekästä eli hänen 
arvojensa ja tavoitejärjestelmänsä mukaista. (Rauste-von Wright & von Wright & Soini 2013, 
41.) 
  
Strangin mukaan ymmärtäminen on ajattelun tuotos, joka syntyy oppimisen välityksellä 
(Strang 1989, 15). Ymmärrykseen pyrkivää matematiikan opetusta edistää kieli ja 
motivaatio. Kieli on tärkeä matematiikan käsitteiden ajattelun ja tiedon oppimisessa samoin 
kuin opiskelun kokeminen mielekkääksi ja merkitykselliseksi. Oppijan tulee pitää opiskelua 
tärkeänä. (Yrjönsuuri 2004, 111.)  
  
Monet matemaattiset käsitteet ovat abstrakteja,minkä takia ne ovat hankalasti 
ymmärrettävissä. Matematiikan oppiminen on lapsille kuitenkin mielekästä ja hauskaa, kun 
abstraktioiden sijasta heille opetetaan konkreettisilla malleilla. Mallin ominaisuuksien tulee 
loogisesti vastata opittavan käsitteen ominaisuuksia, ja mallin täytyy herättää kiinnostus 
opittavaan asiaan. Malli ei ole täydellinen kopio opeteltavasta käsitteestä, joten opettajan on 
tärkeä pitää huolta siitä, että vain mallin olennaisiin ominaisuuksiin kiinnitetään huomiota. 
Tämän takia on tärkeä mallintaa käsitettä erilaisilla malleilla. (Yrjönsuuri 2004, 113-114.)  
  
Matematiikan oppimisen voi kiteyttää vertaamalla sitä talon rakentamiseen. Ensin on luotava 
kestävä perustus, jonka päälle myöhempi oppiminen lujasti rakentuu. Perustuksen 
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 mahdolliset aukot täytyy paikata ennen kuin seiniä voidaan korottaa. Perusta rakennetaan 
konkreettisilla malleilla, toiminnallisuudella, kokemuksilla ja havainnoilla. Mitä korkeammaksi 
talo kasvaa, sitä abstraktimmaksi matematiikka muuttuu. (Ikäheimo & Risku 2004, 239.) 
  
Linnanmäki (2004) on tutkinut minäkäsityksen yhteyttä matematiikan oppimiseen. 
Tutkimuksessa selvisi, että minäkäsityksen yhteys matematiikan osaamiseen oli 
merkityksetön toisella luokalla, kohtuullinen viidennellä luokalla ja suhteellisen vahva 
kahdeksannella luokalla (Linnanmäki 2004, 249). Niiden oppilaiden, jotka kokivat 
selviytyvänsä hyvin matematiikassa ensimmäisten kouluvuosien aikana, minäkäsitys kehittyi 
positiivisesti, kun taas vastoinkäymisiä kokeneiden oppilaiden minäkäsityksen kehitys 
heikkeni (Linnanmäki 2004, 251). Koska minäkäsityksen yhteys matematiikan saavutuksiin 
selvästi voimistuu ylemmille luokka-asteille siirtyessä, tulisi jokaisen opettajan 
määrätietoisesti pyrkiä kehittämään oppilaiden minäkäsitystä myönteiseen suuntaan. 
Linnanmäki ehdottaa, että heikoille oppilaille tulisi tuottaa onnistumisen kokemuksia 
matematiikan tunneilla ja myönteistä palautetta pitäisi saada sekä opettajalta että 
luokkatovereilta. (Linnanmäki 2004, 252-253.) Matematiikkakokemukset, joihin sisältyy 
onnistumisia ja ymmärtämistä, edistävät myönteistä suhtautumista matematiikkaa kohtaan 
(Huhtala & Laine 2004, 344, Lindgren 2004, 382). Opiskeluasenteiden kannalta on 
hyödyllistä, että oppilas saa toteuttaa synnynnäistä toiminnan viettiä ja aikaansaamisen 
tarvetta, mikä värittää tehtävän positiivisella tunnesävyllä (Lindgren 2004, 381). Opettaja, 
joka oppitunneilla pitäytyy säännöissä ja rutiineissa, johdattaa oppilaansa uskomaan, että 
säännöt ja rutiinit ovat keskeisintä matematiikassa ja matematiikka on vain työkalupakki 
kaavoja. Opettaja, joka käyttää opetuksessaan kokeiluja, oppilaiden aktivointia ja 
osallistamista, johdattaa oppilaansa näkemään matematiikan antoisana, haasteellisena ja 
mahdollisuuksia täynnä olevana maailmana. (Lindgren 2004, 392-394.) 
  
Vuorinen määrittelee motivaation prosesseiksi, jotka käynnistävät ihmisessä tavoitteellisen 
toiminnan (Vuorinen 1998, 12). Opettajan tehtävä on herättää motivaatiota oppilaissa. Yksi 
motivoinnin tehtävä on houkutella esiin oppilaan sisäinen motivaatio mielekkäillä 
työskentelytavoilla (Vuorinen 1998, 28).  Vuorinen on listannut viisi opetusperiaatetta, jotka 
vaikuttavat motivaation säilymiseen ja tulosten saavuttamiseen. Nämä ovat 
havainnollistaminen ja konkretisointi, aktivointi, vaihtelu, yhteistoiminta ja yksilöinti sekä 
palaute. Nämä periaatteet ovat Vuorisen mukaan keskeisimpiä periaatteita käytännön 
opetustyössä oppiaineeseen katsomatta. (Vuorinen 1998, 39.) 
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 Vuorinen korostaa, että havainnollistamisen tavoitteena ei ole mahdollisimman 
havainnollinen ja konkreettinen opetus, vaan niinkin omaksumisen kannalta paras 
abstraktiotaso ottaen huomioon tilanteen ja opetusryhmän resurssit. Tämä vaatii opettajalta 
kompromissien tekemistä. (Vuorinen 1998, 41.) Vuorinen määrittelee havainnollistavan 
opetuksen sellaiseksi, joka käyttää tarkoituksenmukaisesti hyväksi oppilaan eri aisteja 
kuuloa, näköä, tuntoa, hajua ja makua. Konkreettinen opetus taas samaistuu elettyyn 
todellisuuteen niin, että opitut asiat saavat kokemusten avulla ymmärrettäviä sisältöjä. 
(Vuorinen 1998, 42-43.) Vaihtelu opetuksessa perustuu siihen, että yksi työtapa ei ikinä 
pysty huomioimaan koko ihmistä, hänen ajatteluaan, tunteitaan ja toiminnallisia valmiuksiaan 
(Vuorinen 1998, 54). Opetuksen konkretisoinnin yksi tärkein keino on toiminnallisuus. 
Oppiminen nojaa oppilaan omiin kokemuksiin, ja oppilas saa palautteen osaamisestaan heti. 
Ihmisellä on sisäinen houkutus tarttua, vetää, vääntää, painaa, muotoilla. Kun käsien 
ulottuvilla on sopivaa materiaalia, niin tämän energian voi suunnata oppimiseen. Erityisesti 
nuoret tarvitsevat aktiivista toimintaa, jossa saa ajattelun lisäksi liikkua. (Vuorinen 1998, 
180-181.) 
 
Lindgren määritteleen tutkimuksessaan toiminnallisuuden opetuksessa oppilaiden 
aktiiviseksi toiminnaksi ja yksilökohtaiseksi osallistumiseksi opetustapahtumaan (Lindgren 
1990, 25). Kennedyn määritelmässä toimintamateriaalit ovat objekteja, jotka houkuttelevat 
tutkimiseen monella aistilla ja joita voidaan koskettaa, siirtää, uudelleenjärjestellä ja muuten 
käsitellä (Kennedy 1986, 6). 
  
Kennedyn mukaan oppimisteoriat viittaavat siihen, että lapsi, jonka matematiikan opetus on 
perustunut toiminnalliseen materiaaliin, yhdistää todennäköisemmin matematiikan abstraktin 
maailman ja oman koetun maailmansa. Vaikka toimintamateriaalin käyttö on yleisempää 
alaluokilla, tutkimustulokset tukevat toimintamateriaalin käyttöä kaikilla luokka-asteilla. 
Kennedy toteaa, että hyvin valittu ja oikein käytetty toimintamateriaali tehostaa oppilaiden 
oppimista, luo kiinnostusta, lievittää tylsistymistä sekä tukee ongelmanratkaisu- ja 
laskutaitoja. (Kennedy 1986, 6-7.) 
  
Toimintavälineet auttavat oppilasta työskentelemään aktiivisesti. Toimintavälineiden hyöty 
tulee esille juuri aktiivisessa toiminnassa. Itse välineiden merkitys on toissijainen. 
Toiminnallisuuden tavoitteena on siirtyminen pintatason oppimisesta syväoppimiseen. 
(Tikkanen 2008, 93-94). Maarit Rossi ja Eira Vainio-Rantanen (1994) puoltavat 
toimintamateriaalin käyttöä yläkoulun matematiikassa. Toiminnalliset tehtävät luovat 
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 oppilaalle olosuhteet tilanteen ja siihen liittyvien matemaattisten käsitteiden selventämiselle 
ja omalle pohdiskelulle. Ongelman ratkaisuun vaaditaan myös todellisuuden ja 
matemaattisen mallin yhtäläisyyksien pohdintaa. Oppilaat voivat vertailla strategioitaan ja 
kehittää ryhmätyöskentelytaitojaan. (Rossi & Vainio-Rantanen 1994, 131.) 
 
Helsingin yliopiston LumA-tiedekasvatuskeskus pyrkii innostamaan nuoria luonnontieteiden 
pariin kouluttamalla opettajia, pitämällä kerhoja ja kutsumalla koululuokkia yliopistolle 
tutustumaan luonnontieteiden opetusluokkiin. Matematiikan ja tilastotieteen laitoksen tiloissa 
toimii LumA-keskuksen matikkaluokka Summamutikka. Summamutikassa tehdään 
mielekästä matematiikkaa toiminnallisesti. Opetusryhmä voi vierailla Summamutikassa 
maksutta tai kysyä matematiikan opettajaopiskelijoita kouluvierailulle vetämään 
matikkapäivää. Summamutikka toiminnallaan pyrkii edistämään oppilaiden 
matematiikkainnostusta. 
  
Unkarilaissyntyinen matemaatikko Zoltan Dienes suositteli jo 1960-luvulla, että suurin osa 
matematiikan opiskelusta tulisi tapahtua konkreettisilla materiaaleilla työskennellen. Hän 
korosti opiskelijan sisäisen motivaation ja oivaltamisen ilon merkitystä oppimisen tavoitteiden 
saavuttamisessa. Lindgren kutsuu Dienesiä matemaattisen leikin isäksi. (Lindgren 1990, 6.) 
  
Toiminnallinen matematiikka pohjautuu osaksi Maria Montessorin kehityskausiteoriaan 
(Tikkanen 2008, 93). Montessorin teorian mukaan lapsen kehityksessä on herkkyyskausia, 
jolloin lapsi oppii helposti ja iloisesti. Montessori on kehittänyt matematiikan toimintavälineitä, 
jotka auttavat lasta oivaltamaan matematiikkaa oman työnsä kautta. Kehitys tapahtuu 
kokemuksen, oivalluksen ja abstraktin soveltamisen askelina. (Ikäheimo 2002, 10.) 
  
Toimintamateriaalin käyttö näkyy vahvana myös Varga-Neményi -opetusmenetelmässä. 
Tämän unkarilähtöisen menetelmän lähtökohtana on kunnioittaa oppilasta ja hänen 
ajatteluaan. Varga-Neményt -menetelmää kuvataan seitsemällä pedagogisella periaatteella, 
jotka linkittyvät vahvasti yhteen. Nämä periaatteet ovat: 
1. Todellisuuteen perustuvien, omakohtaisten kokemusten hankkiminen 
2. Abstraktion vaiheittainen eteneminen 
3. Toimintavälineiden käyttö 
4. Laaja ja yhtenäinen käsitteiden pohjustus 
5. Lupa erehtyä, väitellä ja iloita 
6. Oppilaan kehityksen ja ominaispiirteiden huomioiminen 
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 7. Opettaja ja matematiikan opetus. 
(Tikkanen 2008, 66.) 
  
Varga-Neményt -menetelmän tavoitteena on, että lapsi saa fyysisiä kokemuksia 
loogis-matemaattisten kokemusten perustaksi. Lapsi tarvitsee aikuisen tavoitteellista ja 
monipuolista ohjausta, jotta hän oppii näkemään matematiikkaa ympärillään ja linkittämään 
matematiikan käsitteitä arkielämäänsä. Laaja käsitteiden pohjustus mahdollistaa lapselle 
monipuolisen matemaattisen ajattelun kehittymisen. (Tikkanen 2008, 86.) 
Opetusmenetelmän käyttö vaatii opettajalta muun muassa paljon valmistelua, itsensä 
kouluttamista, luovuutta, monen aistin huomioimista ja iloista opetusasennetta (Tikkanen 
2008, 83-84). Toimintavälineiden yksi tarkoitus on saada oppilaat huomaamaan, että 
matematiikkaa on kaikkialla heidän ympäristössään (Tikkanen 2008, 74).  
 
Varga erottaa havainnoillistamisvälineen ja toimintavälineen toisistaan seuraavasti: 
Havainnollistamisväline on opettajan käytössä oleva väline, jolla näytetään oppilaille tiettyä 
matemaattista suhdetta. Toimintaväline on oppilaan omassa käytössä ja näin tavoitteena on, 
että oppilas keksisi matemaattisen suhteen itse. Välineiden ero viittaa eroon behavioristisen 
ja sosiokonstruktivistisen oppimiskäsitysten välillä: ensimmäisen mukaan opettaja välittää 
tietoa oppilaille, toisen mukaan oppilaat on aktiivisessa roolissa opetuksen 
vuorovaikutusprosessissa. (Tikkanen 2008, 74-75.) 
  
Ballin mukaan toimintamateriaalit murtolukujen opetukseen ovat hyödyllisiä vain, jos 
materiaali nähdään yhtenä esimerkkinä monista erilaisista malleista, jotka kuvaavat samaa 
asiaa. Toimintamateriaali ei automaattisesti luo matemaattista tietämystä. (Smith 2002, 6.) 
 
Monet tutkimukset siis puoltavat toiminnallista matematiikan opetusta. Toimintamateriaalin 
käyttö matematiikan opetuksessa on yleisesti hyväksi havaittu tapa lisätä matematiikan 
oppituntien mielekkyyttä sekä havainnollistaa matemaattisia käsitteitä. Toimintamateriaalia 
tulisi käyttää monipuolisesti muiden opetustapojen ohella. Oppilaat oppivat erilailla, joten 
toiset oppilaat hyötyvät toimintamateriaalin käytöstä enemmän kuin toiset. Erilaisten 
opetusmenetelmien rinnakkainen käyttö luokassa edesauttaa matemaattisen käsitteen 
ymmärrystä. 
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 2.3. Matemaattinen ajattelu 
David Tall on tutkinut matemaattisten kognitioiden kehittymistä ja matemaattisen ajattelun 
muutosta siirryttäessä koulumatematiikasta muodollisen todistamisen matematiikkaan 
yliopistossa. Murtolukujen käsitteenmuodostuksesta puhuttaessa matemaattisen ajattelun 
muutos on tärkeä tiedostaa. 
 
Tall ehdottaa, että ihmisellä on kolme perustavanlaatuista ominaisuutta (eng. set-before), 
jotka määräytyvät geeneissämme jo ennen syntymää ja jotka ovat välttämättömiä 
matemaattiselle ajattelulle. Nämä etukäteen määrätyt ominaisuudet ovat kuvioiden, 
yhtäläisyyksien ja eroavaisuuksien tunnistaminen; peräkkäisten toimintojen toistaminen 
kunnes ne automatisoituvat sekä puhe ja kieli, joilla selittää ja kehittää ajatuksia. Tallin 
mukaan ihmisen matemaattinen kehitys riippuu vahvasti näistä kolmesta ominaisuudesta. 
(Tall 2008, 1-2.) 
  
Tall ehdottaa, että ihmisen kehitys ja kasvu riippuvat henkilön aiemmista kokemuksista, jotka 
ohjaavat henkilön tulkintaa uudesta tilanteesta. Nämä kokemukset (eng. met-before) Tall 
määrittelee tämänhetkiseksi henkiseksi tilaksi, jonka pohjana on tietyt henkilön aiemmat 
kokemukset. Uudet tilanteet voivat olla konsistentteja tai ristiriidassa aikaisempien 
kokemusten kanssa. Tall antaa esimerkiksi aiemmasta kokemuksesta lauseen "pois 
ottaminen antaa vähemmän". Tämä on konsistentti positiivisilla luvuilla, mutta ristiriidassa 
tilanteessa, jossa käytetään negatiivisia lukuja. Väite ei myöskään päde tilanteessa, jossa 
äärettömästä otetaan pois kaksi. Joskus henkilön aiemmat kokemukset siis aiheuttavat 
hämmennystä ja vaikeuttavat henkilön matemaattista kehitystä. On tärkeää kiinnittää 
huomiota positiivisten kokemusten lisäksi niihin kokemuksiin, jotka aiheuttavat oppijalle 
ymmärtämisen vaikeuksia. Aivot kehittyvät luoden uusia ajatusmalleja, jotka selittävät uudet 
tilanteet. Aivot eivät vain säilö kokemuksia päällekkäin, vaan ne myös uudistavat vanhaa 
informaatiota uusien kokemusten pohjalta. (Tall 2008, 2.) 
  
David Tall kuvaa henkilön matemaattista kehittymistä kolmen matematiikan maailman 
näkökulmasta. Jokaiseen maailmaan liittyy yksi ihmisen etukäteen määrätyistä 
ominaisuuksista (eng. set-before). 
● Käsitteellis-ruumiillinen maailma koostuu aistihavainnoista ja se perustuu käsitteiden 
havainnolliseen esitykseen. Tämä maailma kehittyy monimutkaisemmaksi aloittaen 
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 havainnollistavista esineistä selittäen, rakentaen ja määrittäen kohti päätelmiä. 
Esimerkiksi geometria rakentuu koulussa näin. 
● Laskutoimitusten ja symbolien maailma koostuu matemaattisista käsitteistä ja 
kehittyy käsitteellis-ruumiillisesta maailmasta toiminnan (kuten laskeminen) ja 
käsitteen symboloinnin (kuten luku) avulla. Symboli 3+2 kuvaa sekä toimintaa 
(laskutoimitus) että käsitettä, joka toiminta tuottaa (luku). 
● Aksioomien ja formalismin maailma koostuu teoreettisesta matematiikasta ja 
matemaattisesta todistamisesta. Tämän matematiikan ero muiden maailmoiden 
perusmatematiikkaan on se, että perusmatematiikassa määritelmät nousevat 
kappaleiden ominaisuuksista, kun taas teoreettisessa matematiikassa muodolliset 
esitykset alkavat joukko-opillisista määritelmistä ja päättelemällä päästään 
matemaattiseen todistukseen.  
(Tall 2008, 3-4.) 
  
Koulumatematiikka rakentuu ensin fyysisillä käsitteillä ja toiminnoilla, kuten geometristen 
muotojen tutkimisella, ryhmittämisellä ja mittaamisella. Kun nämä toiminnot ovat 
automatisoituneet, siirrytään käsittelemään samaa asiaa numeroin ja laskutoimituksin. Tässä 
siirtymässä matemaattinen ajattelu siirtyy ruumiillisesta maailmasta symboliseen maailmaan. 
Siirtyminen formaaliin ajatusmaailmaan rakentuu näiden aiempien kokemusten päälle 
luoden formaaleja määritelmiä ja todistaen lauseita matemaattisesti. Formaali maailma ei ole 
irrallaan muista, vaan siltä palataan takaisin havainnollistamisen ja symbolien 
kehittyneempiin maailmoihin. (Tall 2008, 5.) 
  
Matematiikan maailmat eivät ole erillisiä toisistaan vaan niitä monesti tarvitaan rinnakkain. 
Moni oppija tarvitsee symbolisen käsittelyn lisäksi havainnollistavaa käsittelyä uuden asian 
oppimisessa. Osaaminen voi jäädä hyvin pinnalliseksi, jos asiaa ei havainnollisteta 
tarpeeksi. Tall antaa esimerkkejä matemaattisista käsitteistä, jotka sisältyvät kaikkiin 
kolmeen matematiikan maailmaan. Näitä ovat reaaliluvut, aritmetiikka, analyysi ja 
todistaminen. Esimerkiksi reaaliluvut on yhdistelmä ruumiillista lukusuoraa, symbolisia 
desimaalilukuja ja formaalia lukujoukon mahtavuutta. Kaikilla näillä on omat ominaisuutensa, 
joista osa on keskenään ristiriidassa. (Tall 2008, 9-16.) Tallin matematiikan kolme maailmaa 
antaa viitekehyksen, jonka avulla voimme tulkita matematiikan oppimista ja matemaattista 
ajattelua ihmisen jokaisella kehitystasolla (Tall 2008, 17). 
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 2.4. Käsitteellinen muutos ja murtolukujen käsitteenmuodostus 
Matematiikka on hierarkinen tiede, jossa useimmat käsitteet voidaan konstruoida alemman 
luokan käsitteistä. Osalle oppilaista matematiikka kuitenkin näyttäytyy sekavana kokoelmana 
irrallisia, sekavia sääntöjä ja ulkoa opeteltavia kaavoja. Konstruktivistisen oppimiskäsityksen 
mukaan tieto rakentuu ja jäsentyy aina oppijan aiemman tiedon päälle. Aikaisempi tieto siis 
ohjaa uuden oppimista. Käsitteellisen muutoksen ongelma on tämän takia yleinen haaste 
matematiikan oppimisessa. Käsitteellisen muutoksen ongelmasta puhutaan, kun oppilas 
muodostaa malleja, joissa aiemmin opittu (edellisen kappaleen Tallin met-before) yhdistyy 
epäjohdonmukaisesti uuteen tietoon tai oppijan aiempi tietämys on yhteensopimaton uuden 
tiedon kanssa. Oppilaiden on muun muassa vaikea hyväksyä, että yhtä pienemmällä 
murtoluvuilla kerrottaessa tulos on pienempi kuin kerrottava. Tämä epäjohdonmukaisuus 
johtuu siitä, että kertolasku on opittu yhteenlaskun avulla. (Merenluoto & Lehtinen, 2004, 
301-303.) Opettajan tulee tiedostaa nämä epätäydelliset, kokonaislukuihin perustuvat mallit 
ja ohjata oppilasta täydentämään malleja koskemaan rationaalilukuja (Kilpatrick, Swafford & 
Findell (toim.) 2001, 235). 
  
Murtolukuja opeteltaessa käsitteellisen muutoksen ongelma on yleinen. Tutut 
laskutoimitukset, kuten yhteen-, kerto- ja jakolasku, eivät enää toimikaan tutulla tavalla. Kun 
lukualue laajentuu murtolukuihin, oppilaiden aiempi tietämys luvuista, lukumääristä ja 
laskemisesta perustuu luonnollisen luvun käsitteeseen. Luonnollisten lukujen olemus on 
diskreetti eli jokaisella luvulla on yksikäsitteinen seuraava luku. Murtoluvuilla ei tällaista 
seuraajaa ole. (Merenluoto & Lehtinen, 2004, 310-311.) Murtoluvuilla operoiminen vaatii 
uudenlaisten skeemojen kehittämistä. Luonnollisilla luvuilla opitut säännöt eivät enää päde ja 
ne jopa häiritsevät oppimista. Lukujen suuruusjärjestyksen arvioiminen on murtoluvuilla 
huomattavasti haastavampaa kuin luonnollisilla luvuilla.  Voi olla vaikea ymmärtää, että 1/2 
on suurempi kuin 1/3, vaikka 2 on pienempi kuin 3. (Strang 1989, 25.) Osiin jaettava yksikkö 
(kokonainen) ei aina ole yksi objekti vaan yksikkö voi olla vaikka viisi omenaa. Tällöin yksi 
viidesosa yksiköstä on yksi omena. Yksikkö voi olla joka tilanteessa erisuuri, ja tämän 
ymmärtäminen vaatii harjoittelua. (Lamon 1999, 22.) Ennen murtolukuihin tutustumista 
oppilaiden käsitys kertomisesta ja jakamisesta on hyvin rajoittunut. Murtolukumuoto 
syventää käsitystä niistä suureista, jotka ovat tuloksena kerto- tai jakolaskussa. Jakolaskun 
tulos on suhde, jonka voi ilmaista murtolukumuodossa. Suhdetta (esimerkiksi 2,5 lasta per 
perhe tai 12 kilometriä tunnissa) on vaikea ilmaista havainnollistavasti. Myös käsite vauhti on 
kahden käsitteen (matka ja aika) suhde. (Lamon 1999, 24-25.) 
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Matemaattisella käsitteellä on viisi eri esitymuotoa: konkreettinen esitys, kirjoitetut symbolit, 
verbaalinen kieli, kuvaesitys ja arkielämän tilanteet. Näiden esitysmuotojen avulla Lesh, Post 
ja Behr määrittelevät matemaattisen käsitteen ymmärtämisen. Käsite on ymmärretty, jos 
oppilas tunnistaa käsitteen sen eri esitysmuodoissa, osaa käsitellä käsitettä joustavasti 
esitysmuodon sisällä sekä osaa soveltaa käsitettä esitysmuodosta toiseen. (Lesh, Post ja 
Behr 1987, 33-36; Strang 1989, 16.) Strangin mukaan nämä ymmärtämisen kriteerit sopivat 
hyvin murtolukukäsitteen ymmärtämisen osoittamiseen. Murtolukukäsite on siitä erityinen, 
että sillä on eri malleja esitysmuodon sisällä, kuten kuvaesityksen pintamalli, joukkomalli ja 
lukusuoramalli sekä symbolisen esityksen murtolukumuoto, desimaalimuoto ja 
prosenttimuoto. (Strang 1989, 16.) 
  
Stangin mukaan yksi murtolukukäsitteen ymmärtämisen vaikeus on käsitteestä käytettävät 
monet mallit ja niiden välisen yhteyden ymmärtäminen. Pintamalliin liittyvät suurimmat 
ongelmat ovat tasajako-ongelmat eli oppilas osaa jakaa kokonaisen osiin, mutta ei ymmärrä, 
että jaettujen osien tulee olla keskenään yhtä suuret. Lukusuoramallin erityinen vaikeus on 
taas murtoluvun kuvaaminen pisteenä. (Strang 1989, 26.) Tutkijoiden käsitykset eri mallien 
käytöstä ovat ristiriidassa. Jotkut suosittelevat, että opetuksessa pysytään yhdessä mallissa 
kunnes kaikki ovat sisäistäneet murtoluvun käsitteen, ja toiset taas suosittelevat monen 
mallin käyttöönottoa samanaikaisesti, koska pintamalliin pidättäytyminen rajoittaa 
murtolukukäsitteen kehittymistä. Esimerkiksi yhtä suurempien murtolukujen esittäminen on 
pintamallilla vaikeaa. (Strang 1989, 26.) Jos murtoluvut opetetaan vain jakamalla yksi pizza 
erisuuriin osiin, jää oppilaalle mielikuva, että jaettava yksikkö on aina yksi pizza. Tämä 
vastaa kolmion havainnollistamista aina tasakylkisellä kolmiolla. (Lamon 1999, 31.) Lamonin 
mielestä oppilaiden tulisi käyttää eri malleja (pintamalli, joukkomalli ja lukusuoramalli) 
monipuolisesti ja toimia erilaisten yksikköjen kanssa. Tämä edesauttaa murtoluvun 
suhdeajatuksen ymmärtämistä: 3/4 pizzasta on eri asia kuin 3/4 karkkipussista, mutta 
molemmat esittävät suhdetta 3/4 kokonaisesta. (Lamon 1999, 48.)  
 
Murtolukujen osa-alue, jossa kokonainen jaetaan osiin ja jota mallinnetaan ympyrämallilla, 
on monille helpoin osa-alue ymmärtää, ja usein murtolukuihin tutustuminen aloitetaan tästä. 
Tälle osa-kokonainen suhteen ymmärtämiselle Piaget määrittelee seitsemän kriteeriä: 
1. Kokonainen ymmärretään jaettavissa olevana 
2. Kokonainen voidaan jakaa mielivaltaisen moneen osaan 
3. Osien tulee yhdessä muodostaa kokonainen 
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 4. Osien leikkausten lukumäärä ei välttämättä ole sama kuin osien määrä (ympyrämallin 
halkaiseminen kahdesti tuottaa neljä osaa) 
5. Osien tulee olla samankokoisia 
6. Osat voidaan nähdä kokonaisuuksina, jotka voidaan edelleen jakaa osiin 
7. Kokonainen säilyy, vaikka se jaetaan osiin. 
(Dickson, Brown, Gibson 1984, 277.) 
 
Lisähaastetta murtolukukäsitteen ymmärtämiseen luo rationaalilukujoukon 
ekvivalenssiluokkien äärettömyys: jokainen murtoluku muodostaa äärettömän monen sen 
kanssa ekvivalentin murtoluvun kanssa oman ekvivalenssiluokan. Tämän ymmärtäminen on 
Strangin mukaan monille oppilaille haastavaa. Murtolukuja lavennetaan ja supistetaan 
ymmärtämättä, että näin muodostuu keskenään yhtä suuria murtolukuja. (Strang 1989, 30.) 
 
Lenni Haapasalo (1992) on tutkinut, miten neljäsluokkalaiset omaksuvat murtolukukäsitteen 
systemaattisen konstruktivismin mukaisessa oppimisympäristössä. Tutkimuksessa 
kiinnitettiin erityisesti huomiota oppilaan käsitteenmuodostusprosessiin murtoluvun 
oppimisessa. Se on prosessi, jossa oppija synnyttää uusia murtolukuun liittyviä 
tietorakenteita sekä korjaa ja täydentää vanhoja tietorakenteita. Käsitteen muovaaminen 
alkaa orientoitumisvaiheella. Siinä oppilas tulkitsee tilannetta aiemmilla ajatusmalleillaan ja 
havainnoi uuden käsitteen tunnusmerkkejä. Tutkimuksessa oppilaille annettiin 
ongelmatilanteita, joissa oppilaiden tuli ilmoittaa tietty osuus jostain kokonaisuudesta. 
Toisessa orientoitumisvaiheen tehtävässä tuli jakaa kokonainen yhtä suuriin osiin eri tavoin. 
Tunnusmerkkien kiinnittäminen ja määritteleminen matemaattiseen muotoon kuuluu 
käsitteen määrittelyvaiheeseen. Oppilaat tunnistavat murtoluvun oleelliset tunnusmerkit: 
kuinka moneen yhtä suureen osaan kokonainen on jaettu ja kuinka monta näitä osia on 
otettu. Tästä päästään murtoluvun symboliseen tunnusmerkkiin murtolukuun. (Haapasalo 
1992, 6-11.)  
 
Verbaalisten skeemojen merkitys käsitteenmuodostuksessa korostuu Haapasalon 
tutkimuksessa. Esimerkiksi yhteenlaskun 1/7 + 4/7 tulos 5/7 on ymmärrettävä, kun sen 
verbalisoi: yksi kappale seitsemäsosia ja neljä kappaletta seitsemäsosia on yhteensä viisi 
kappaletta seitsemäsosia. Heti orientoitumisvaiheessa on tärkeä verbalisoida asioiden 
suhteita ennen kuin murtoluvuista vielä puhutaan. (Haapasalo 1992, 17.) Myös Lamon 
suosittelee verbaalista perustelua jo ennen algoritmiseen laskemiseen siirtymistä (Lamon 
1992, 68).  
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Kun murtolukuihin on tutustuttu edellä kuvatussa muovaamisvaiheessa, on aika siirtyä 
käsitteen omaksumisvaiheeseen, johon kuuluu käsitteen tunnistaminen, tuottaminen ja 
lujittaminen. Tunnistamisvaiheessa oppilaalle annetaan helppoja, lyhyitä murtolukujen 
tunnistamiseen tähtääviä tehtäviä. Tehtävien tulee olla monipuolisia, jotta oppilas näkee 
murtolukujen verbaalisen, kuvallisen ja symbolisen esitysmuodon ja osaa yhdistää nämä. 
Oppilaan ei ole tarkoitus vielä itse muodostaa murtolukua, vaan vain tunnistaa annetut 
muodot. Tuottamisvaiheessa oppilaan tulee tuottaa itse murtoluku vaaditussa 
esitysmuodossa. Tehtävässä annetaan murtoluku jossain esitysmuodossa (verbaalinen, 
kuvallinen, symbolinen), ja oppilaan tulee tuottaa sama murtoluku jossain toisessa 
esitysmuodossa. Tässä vaiheessa oppilaalta ei vielä vaadita monimutkaista tiedon 
prosessointia. Lujittamisvaiheessa tehtävät vaikeutuvat ja oppilas joutuu prosessoimaan 
aiemmissa vaiheissa oppimaansa tietoa. Tarkoituksena on soveltaa murtolukukäsitettä eri 
asiayhteyksissä, hankkia sille lisää tunnusmerkkejä ja syventää sen matemaattista 
olemusta. Vasta tässä vaiheessa korostetaan murtoluvun ominaisuutta lukuna: murtoluvulla 
on suuruus, niitä voidaan vertailla ja niillä voidaan laskea. Lujittamisvaihe sisältää paljon 
murtolukuihin liittyvää asiaa. (Haapasalo 1992, 6-14, 69.) 
 
Haapasalo kritisoi koulukirjojen tapaa tutustuttaa oppilaat murtoluvun moniin ominaisuuksiin. 
Oppikirjan mallin mukaan oppilaat voivat ratkaista koko aukeaman tehtävät ilman, että 
heidän täytyy edes yrittää konstruoida uutta tietoa. Käsitteet ymmärretään kouluopetuksessa 
liian suppeina, sisältäen vain nimitykset, symbolit ja niin sanotut pintaominaisuudet. 
Mekaaninen laskeminen alkaa jo heti tutustumisen yhteydessä, eikä 
käsitteenmuodostukselle anneta tarpeeksi aikaa. (Haapasalo 1992, 82.)  
 
Uudemmissa kolmannen luokan matematiikan kirjoissa (Tuhattaituri 3b, 2011 ja Laskutaito 
3, 2012) murtolukuihin tutustuminen aloitetaan pintamallilla ilman että sanaa murtoluku tai 
murtoluvun symbolia esitetään. Tasajakoa painotetaan heti ensimmäisillä sivuilla: useassa 
tehtävänannossa pyydetään jakamaan kokonainen yhtä suuriin osiin. Tuhattaituri 3b 
-oppikirjassa kaksi ensimmäistä aukeamaa keskittyy tasajakoon ja kokonaisesta väritettyjen 
osien laskemiseen. Näillä aukeamilla ei edes mainita sanaa murtoluku. Vasta toinen kappale 
koskee murtolukujen merkitsemistä. Myös Laskutaito 3 kevään oppikirjassa kokonaisen 
tasajakoa on painotettu jokaisen tehtävän tehtävänannossa. Ensimmäinen aukeama 
harjoittelee vain tasajakoa erilaisilla kuvioilla. Toisella kappaleen aukeamalla tutustutaan 
murtoluvun symboliin. Laskutaidon kirjassa harjoitellaan suuruusvertailua samannimisten 
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 murtolukujen kanssa, mutta yhteen- tai vähennyslaskuun ei edetä. Tuhattaituri taas 
harjoittaa myös yhteen- ja vähennyslaskuja samannimisillä murtoluvuilla. Molemmissa 
kirjoissa yhden kappaleen aiheena on yksi kokonainen. Tuhattaiturissa murtolukuja 
käsitellään 39 sivua, kun Laskutaidossa 18 sivua. (Asikainen, Nyrhinen, Rokka & Vehmas 
2011; Sintonen, Uus-Leponiemi, Ilmavirta, Uus-Leponiemi, 2012.) Tästä voidaan päätellä, 
että nykyään oppikirjoissa annetaan mahdollisuus käsitteenmuodostukselle ilman 
mekaanista laskemista. Silti on paljon opettajasta kiinni, kuinka paljon aikaa aikaa käytetään 
murtolukujen monipuoliseen havainnollistamiseen ennen mekaanisen laskemisen 
aloittamista. 
 
Haapasalon tutkimuksen tulosten mukaan tuottamistehtävien hallinta on luotettava käsitteen 
hallitsemisen mittari. Koulujen oppikirjojen murtolukutehtävät ovat pääosin tuottamistehtäviä, 
ja ne edustavat vain muutamaa tuottamistehtävätyyppiä eivätkä monipuolisesti harjoita 
kaikkien esitysmuotojen välistä tuottamista. Haapasalo sanoo tuottamisen olevan niin vaikea 
vaihe käsitteenmuodostuksessa, että siihen tulisi varata paljon aikaa tunnistamisvaiheen 
jälkeen. (Haapasalo 1992, 68-69.)  
  
Haapasalon mukaan murtolukujen omaksumisen vaikeus johtuu pitkälti siitä, että oppilaan 
on pystyttävä käsittelemään useita tietoyksiköitä samanaikaisesti. Kokonaisluku esiintyy 
murtoluvussa useassa merkityksessä: kokonaisten määränä; määränä, johon kokonainen on 
jaettu sekä määränä, kuinka monta osia on otettu. Murtolukuihin liittyy myös jakamisen 
käsite, joka itsessään on haastava monelle. (Haapasalo 1992, 9.) Haapasalon 
tutkimuksessa opettajat kommentoivat, että perinteisessä opetuksessa murtoluvuilla 
opetetaan laskemaan jo ensimmäisellä tunnilla eikä kunnon käsitteenmuodostukselle näin 
jää tarpeeksi aikaa. Käsitteet nähdään erittäin suppeina, jolloin oppilaat pyrkivät 
opettelemaan useita yksittäistapauksia prototyyppeinä eivätkä omaksu murtoluvun syvällistä 
käsitettä. Opettajat saivat opetuskokeilusta uusia näkökulmia koskien murtolukujen erilaisia 
esitystapoja, ja he yllättyivät siitä, kuinka paljon määritteitä liittyy käsitteen oppimiseen. 
Kokeilu vahvisti käsitystä, että mekaanista laskemista ja yksitoikkoista suorittamista on 
vähennettävä ja että oppilaalle pitää antaa mahdollisuus etsiä, keksiä, löytää ja perustella. 
(Haapasalo 1992, 65-66.) Haapasalo ehdottaakin murtolukujen mekaanisten laskusääntöjen 




 National Council of Teachers of Mathematicsin vuoden 2002 vuosikirjassa ehdotetaan tapoja 
murtolukujen käsitteenmuodostuksen edistämiselle. Ensinnäkin käsitteiden tulisi muodostua 
lapselle tutuista jokapäiväisistä tilanteista, jotta ymmärrystä syntyisi. Toiseksi käsitteellisen 
tiedon myötä oppilaan tulisi antaa kehittää omat menetelmänsä laskusääntöjen keksimiseen. 
Virheet kuuluvat tähän prosessiin. Oppilaan täytyy antaa myös käyttää omia käsitteitään ja 
kuvia asian selittämiseen. Oppilaita tulee rohkaista laittamaan välivaiheita muistiin, kävi tämä 
sitten sormilla tai piirroksin. Tästä on sitten hyvä siirtyä formaaleihin merkintöihin ja 
laskusääntöihin. (Sharp, Garofalo & Adams 2002, 26-27.) 
  
Strang (1989) on kirjannut Kerslaken tutkimuksen tuloksia ja havaintoja murtolukujen 
käsitteenmuodostuksesta. Tutkimuksen mukaan murtoluvuilla laskeminen kannattaa opettaa 
vasta, kun oppilaat ymmärtävät murtoluvut lukuina. Opetuksessa tulee tulla selväksi 
murtolukujen eri ominaisuudet eri mallein esitettynä, ja oppilaiden tulkintavirheistä tulee 
keskustella. Tutkimuksessa havainnoitiin myös, että useat oppilaat ajattelevat laventamisen 
suurentavan murtolukua. Moni oppilas ei ymmärrä ekvivalenssin ja laventamisen yhteyttä 
vaikka näkee ekvivalenssin kuviosta ja osaa laventaa teknisesti. (Strang 1989, 40-41.) 
  
Strang (1989) on kiteyttänyt läpikäymiensä aikaisempien tutkimusten pohjalta muutamia 
periaatteita murtolukukäsitteen opettamisesta:  
- Tasajaon vaatimuksen ymmärtäminen on edellytys murtolukukäsitteen 
ymmärtämiselle.  
- Käsitteen tutustuminen tulisi aloittaa lapselle tutuista jako- ja mittaustilanteista 
käyttäen paljon murtolukujen verbaalisia nimiä ja havainnollistaen yhteyksiä 
murtolukujen eri esitysmuotojen välillä.  
- Murtolukujen suuruusvertailua tulisi harjoitella paljon, ja kaikenlaisilla murtoluvuilla: 
murtoluvuilla, joilla on sama osoittaja, sama nimittäjä, eri osoittajat sekä eri nimittäjät. 
Tässä yhteydessä tulisi kiinnittää huomiota murtolukuskeeman prosessointia 
häiritsevän kokonaislukuskeeman vaikutukseen.  
- Murtolukujen mekaanisen supistamisen ja laventamisen sijaan tulisi pyrkiä 
ekvivalenssiluokkien käsitteen ymmärtämiseen, ja se tulisi tehdä eri esitysmuotoja 
käyttäen.  
- Opetuksessa tulisi vahvistaa yhteyttä murtolukukäsitteen viiden eri osa-alueen 
(osa-kokonainen, osamäärä, mitta, suhde ja operaattori) välillä.  
(Strang 1989, 60.) 
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 3. Tutkimuksen toteutus 
3.1. Tutkimusmenetelmä ja tutkimuskysymykset 
Tämän tutkimuksen tarkoituksena on tuottaa ja kehittää toiminnallista materiaalia 
murtolukujen opetukseen peltipizzamallia käyttäen. Peltipizzamallia on kehitetty Helsingin 
yliopiston Luma-keskuksen Summamutikka -matikkaluokassa. Peltipizzamalli on 
monipuolinen murtolukujen havainnollistamistapa, joka ei ole yleisesti käytössä niissä 
mittasuhteissa, joissa se tämän opetuskokeilun myötä tulee kokeiluun. Murtolukujen 
havainnollistaminen suorakaiteen muotoisen kokonaisen avulla on käytössä monessa 
oppikirjassa, mutta tutkimuksen materiaalissa mallia käytetään yksinomaan ja monipuolisesti 
sekä murtolukujen käsitteenmuodostukseen että laskutoimituksiin. Materiaali sisältää 
murtolukujen yhteen-, vähennys-, kerto- ja jakolaskun sekä suuruusvertailun ja 
ekvivalenssiluokat. Materiaalin tehtävillä pyritään tukemaan murtolukujen 
käsitteenmuodostusta ja antamaan ymmärrettävät selitykset murtolukujen laskusäännöille.  
 
Tutkimus on empiirinen laadullinen tutkimus, jolla on kehittämistutkimuksen piirteitä. 
Kehittämistutkimus on saanut alkunsa halusta kehittää opetusta ja ratkaista opetuksessa 
tavattavia todellisia ongelmia. Menetelmänä kehittämistutkimukselle ei ole yksiselitteistä 
määritelmää. (Pernaa, 2013, 11-12.) Kehittämistutkimuksessa tehdään teoriaan pohjautuvaa 
kehittämistä, jota arvioidaan ja iteroidaan pyrkien aina parempaan lopputulokseen. 
Menetelmä auttaa ymmärtämään miten, milloin ja miksi oppimisen avuksi kehitetyt ideat 
toimivat käytännössä. Koska oppiminen on aina asiayhteyteen sidottua, sitä on tarpeellista 
tutkia juuri niissä monimutkaisissa asiayhteyksissä, missä oppimista tapahtuu. (Hyvönen, 
2012.) Kehittämistutkimusmenetelmä on luonteeltaan kokeilevaa ja se soveltuukin hyvin 
uusien käytäntöjen testaamiseen aidossa opetusympäristössä. Tutkimusstrategia pyrkii sekä 
teorian että käytännön kehittämiseen. (Pönkä, 2008.)  
 
Kehittämistutkimusta tehdään todellisissa tilanteissa, jonka seurauksena tarkasteltavia 
muuttujia on enemmän kuin perinteisellä tutkimusmenetelmällä (Pernaa, 2013, 17). 
Kehittämistutkimus aloitetaan ongelma-analyysillä, jonka tarkoitus on selvittää kehittämisen 
tarpeet, mahdollisuudet ja haasteet. Kehittämistutkimus on menetelmänä joustava eli 
tutkimussuunnitelmaa päivitetään tutkimuksen edetessä. Kehittämistutkimus toteutetaan 
kehittämissykleinä, jotka koostuvat kehittämis-, arviointi- ja raportointivaiheista. Syklin 
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 johtopäätösten mukaan kehitetään seuraava sykli paremmaksi. (Pernaa, 2013, 17.) 
Syklisyys toteutuu tässä tutkimuksessa pienemmässä mittakaavassa. Jokaisen 
opetustuokion jälkeen arvioidaan, mitä olisi voinut tehdä paremmin, mutta ei niin 
perusteellisesti kuin menetelmä painottaa. 
 
Tutkimusta varten luotua opetusmateriaalia kokeillaan opetustuokioissa alakoulussa, ja sitä 
kehitetään opetustuokioiden havaintojen ja palautteen pohjalta entistä toimivammaksi 
kokonaisuudeksi. Tutkimusta voidaan pitää kartoittavana esitutkimuksena. 
 
Tutkimuskysymykset:  
1) Tukeeko peltipizzamalli murtolukujen oppimista ja miten? 
2) Kokevatko oppilaat peltipizzamallin kiinnostavaksi tavaksi oppia murtoluvuista? 
 
Koska kyseessä on suppea laadullinen tutkimus, ei tutkimuskysymyksiin saada absoluuttisia 
vastauksia. Oppilaiden tunnetiloja havainnoidaan opetustuokioiden aikana. Oppilaat 
vastaavat muutamaan mielipidekysymykseen opetustuokion jälkeen sekä opetusryhmästä 
haastatellaan lyhyesti yhtä tai muutamaa oppilasta. Todisteita peltipizzamallin 
hyödyllisyydestä murtolukujen oppimiseen haetaan oppilaiden omista arvioista siitä, miten 
he kokivat oppineensa uutta opetustuokion aikana. 
 
Kiinnostavuutta havainnoidaan viiden käyttäytymismallin avulla: osallistuminen, nauttiminen, 
yhteistyö, tylsistyminen ja turhautuminen. Havainnot kirjataan ylös lomakkeelle (liite 2) ja 
tarvittaessa kirjataan lisämuistiinpanoja. Fowler ja Cusack (2011) määrittelevät artikkelissaan 
edelliset toiminnat seuraavasti: Nauttiminen määritellään hymyilynä tai muina ilahtumisen 
eleinä. Yhteistyö määritellään oppilaiden työskentelemisenä yhdessä yhteisen päämäärän 
saavuttamiseksi ja toisten avustamisena. Turhautuminen määritellään häiriökäyttäytymisenä 
ja eleinä, jotka kuvaavat ärsyyntymistä. Fisher määrittelee tylsyyden keskittymisvaikeuksina 
ja mielenkiinnon puutteena tehtävään. Skinnerin ja Belmontin artikkelin mukaan 
osallistuminen määritellään oppilaiden tehtävään keskittymisellä ja positiivisilla 
tunteenilmauksilla. (Fowler & Cusack, 2011.)  
3.2. Tutkimusasetelma 
Opetuskokeilussa on tarkoitus kokeilla peltipizzamallilla tehtyä toiminnallista 
opetusmateriaalia käytännössä ja saada siihen palautetta. Materiaalia parannellaan 
opetuskokeilun jälkeen havaintojen ja palautteen perusteella.  
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Jokainen oppilas saa laminoidun A4-kokoisen paperin (peltipizzan) ja kalvotussin, joiden 
avulla hän toiminnallisesti ratkaisee murtolukulaskuja. Murtoluvut konstruoidaan jakamalla 
pizza tussilla osiin vaaka- ja pystysuorilla janoilla. Opetus on aluksi opettajajohtoista ja 
kyselevää, jotta jokainen saa ideasta kiinni ja pääsee itse ratkaisemaan laskuja. Nopeille 
oppilaille on lisätehtäviä. 
 
Kokeiltavan opetusmateriaalin tehtävät on valittu kappaleen 3.3. materiaalista niin, että 
tehtävät sopivat yhdelle kaksoistunnille kerralla pidettäväksi. Tehtävät on valittu ryhmän 
luokkatason mukaan, joten eri opetustuokioissa harjoiteltiin eri tehtävillä. Koska 
opetuskokeilu on oppilaiden ensimmäinen kosketus peltipizzamalliin, on materiaaliin valittu 
perustehtäviä. Materiaalin tehtävien läpikäyminen tulisi tehdä aina sen aiheen tultua 
ajankohtaiseksi eli monen eri oppitunnin yhteydessä.  
 
Oppimateriaalia testattiin ensin Summamutikka-keskuksen matikkapäivänä vantaalaisessa 
alakoulussa kahdelle ryhmälle. Ensimmäisessä opetusryhmässä oli 22 oppilasta 
kuudennelta luokalta ja toisessa opetusryhmässä 23 oppilasta neljänneltä luokalta. 
Matikkapäivän havaintojen ja palautteen myötä materiaalia muokattiin edelleen 
sopivammaksi varsinaista tutkimuksen opetuskokeilua varten. 
 
Varsinainen tutkimuksen opetuskokeilu tehtiin tutkijalle tutussa alakoulussa 
pääkaupunkiseudulla. Opetuskokeilu pidettiin neljälle montessoriluokan eri luokka-asteiselle 
ryhmälle. Montessoriluokassa opiskelee kolme eri luokka-astetta samalla luokalla, joten 
luokka-asteiset ryhmät ovat pieniä. Oppilaat ovat tottuneet toiminnalliseen oppimateriaaliin 
montessoripedagogiikan mukaisesti, mutta peltipizzamalli tuli heille uutena.  
 
Opetuskokeilun aikana havainnoidaan oppilaiden tunnetiloja ja aktiivista toimimista, ja 
havainnot kirjataan ylös tukkimiehen kirjanpidolla valmiiseen lomakkeeseen (liite 2). 
Opetustuokiota seuraava opettaja myös kirjaa ylös havaintoja samanlaiseen lomakkeeseen. 
Opetustuokion alussa ja lopussa oppilaat vastaavat lyhyeen kyselyyn. Alkukyselyssä oppilas 
ratkaisee paperille muutaman tehtävän murtoluvuista. Loppukyselyn murtolukutehtävissä 
oppilas saa käyttää opetustuokiossa käytettyä materiaalia ratkaisun apuna. Loppukyselyssä 
kysytään myös oppilaan mielipidettä opetustuokiosta ja materiaalista. Kyselyn tarkoituksena 
on selvittää oppilaiden mieltymystä peltipizzamalliin ja materiaalin toimivuutta oppimisen ja 
motivoinnin kannalta.​ Alkukysely antaa tutkijalle suuntaa oppilaan murtolukujen hallinnasta, 
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 mutta tutkimuksessa ei keskitytä oppilaiden osaamistason kehitykseen. Molemmissa 
kyselyissä kysytään myös oppilaiden mielipidettä murtoluvuista ja matematiikasta. 
3.3. Peltipizzamalli-opetusmateriaali 
Murtolukujen havainnollistamiseen on useita välineitä. Murtokakut, värisauvat, värinapit ja 
tangram ovat esimerkkejä yleisesti käytetyistä ja erilaisista materiaaleista. Peltipizzamalli on 
vähemmän tunnettu murtolukujen havainnollistamisväline. Se on monipuolinen malli, joka on 
helppo tehdä itse ja näin ollen halpa väline. Yksi suuri hyöty mallista on siinä, että välineeksi 
riittää vain suttupaperi ja kynä. Oppilas voi siis jopa koetilanteessa käyttää peltipizzamallia 
apuna. 
 
Peltipizzamalli sopii kaikkiin murtolukujen laskutoimitusten mallintamiseen sekä 
ekvivalenssiluokkien sekä supistamisen ja laventamisen havainnollistamiseen.  
 
Opetuspaketti on suunniteltu alakouluun, mutta sopii sellaisenaan myös yläkouluun. 
Opetuspaketti alkaa peltipizzamalliin tutustumisella tutuilla murtoluvuilla. Tutustumisella on 
tärkeä aloittaa aina, kun opetusväline on uusi oppilaille. Yläkoululaisten kanssa voi 
tarvittaessa edetä nopeammin ja jättää pois osa perustehtävistä. Liitteenä on opetukseen 
sellaisenaan sopiva versio opetuspaketista (liite 1), kun taas seuraava opetuspaketti on 




Välineinä käytetään laminoituja A4-kokoisia väripapereita ja kalvotusseja. Laminoituja 
peltipizzoja on kahden värisiä (keltaisia ja vihreitä), jotta parityöskentelyssä voidaan puhua 




Jos oppilaat ovat vasta murtolukujen käsitteenmuodostuksen alkuvaiheilla (3.- tai 
4.-luokkalaisia) on hyvä aloittaa peltipizzaan tutustuminen perusasioilla. Jos oppilaat ovat 
5.-6.-luokkalaisia ja työskennelleet jo murtolukujen kanssa, voi olla parempi aloittaa 
tutustuminen kohdasta 2. 
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 a) Oppilaille jaetaan laminoidut peltipizzat ja mietitään yhdessä, mitä peltipizzalla 
tarkoitetaan. Se on suorakaiteen muotoinen pizza. Aloitetaan yhdessä pohtimalla, mitä 
murtoluvut ovat? Niillä ilmaistaan osia, kun kokonainen on jaettu osiin. Peltipizzalla tämä on 
helppo hahmottaa, koska pizzahan täytyy jakaa osiin eli paloihin, jotta koko perhe voi pizzaa 
syödä. Sovitaan, että yksi pizza on se kokonainen, jota jaetaan osiin.  
 
Jaetaan pizzat kalvokynällä puoliksi kahteen osaan. Huomioidaan, että jako pitää todella olla 
puoliksi, jotta yksi pala on 1/2 koko pizzasta. Miten pizza jaetaan neljään yhtä suureen 
osaan? 
 
Tässä voi tapahtua niin, että oppilas piirtää laminoidulle pizzalle pyöreän pizzan ja alkaa 
jakaa tätä osiin. Tässä opettajan tulee seurata, että jokainen on ymmärtänyt, että edessä 
oleva laminoitu paperi on jo valmis kokonainen pizza. 
 
Pyyhitään pizzat ja yritetään jakaa ne kolmeen yhtä suureen palaan. Huomataan, että yksi 
pala on tällöin 1/3.  
 
b) Jokaisella oppilaalla on laminoitu peltipizza ja kalvokynä edessään ja pohditaan 
seuraavaa tilannetta:  
Jani, Sami ja Karri tekevät pellillisen pizzaa. Puolet pizzasta täytetään tonnikalalla ja toinen 
puoli kinkulla. He jakavat pizzan niin, että jokainen saa kumpaakin täytettä yhden palan. 
Jokainen pala on yhtä suuri. Miltä tämä pizza näyttäisi (kuva 3)?  
 
 
Kuva 3. Peltipizzamalli kuudella palalla 
 
Oppilaat saavat piirtää pizzan leikkaukset omaan pizzaansa. Tärkeää on, että jokainen pala 
on yhtä suuri. Oppilaiden pizzoista voi tulla erinäköisiä riippuen ovatko he jakaneet pizzat 
vain pysty- tai vaakasuorassa vai ovatko he käyttäneet molempia pysty- ja vaakaleikkauksia. 
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 Tulevissa tehtävissä haluamme, että jaot tehdään sekä pysty- että vaakasuoraan, joten on 
hyvä korostaa, että palat voidaan jakaa eri tavoilla. 
 
Peltipizzaideaan päästään syvemmälle, kun opettaja kysyy oppilailta seuraavat kysymykset: 
Kuinka suuren osan pizzasta kukin saa? 
Kuinka suuri osa pizzasta on tonnikalapizzaa? 
Kuinka suuri osa pizzasta yksi pala on? 
 
Osat on helppo laskea omasta pizzasta. Vanhempien oppilaiden kanssa voi jo tässä 
vaiheessa ottaa esille ekvivalenssiluokat ja todeta, että tonnikalapizzaa on koko pizzasta 1/2 
eli 3/6. Voi myös olla, että ekvivalenssiluokat tulevat esille oppilaiden toimesta, kun yksi 
sanoo, että tonnikalapizzaa on 1/2 ja toinen sanoo 3/6.  
 
2. Yhteen- ja vähennyslasku 
 
Yhteenlaskutehtävissä käytetään kahta peltipizzaa, joten oppilaat työskentelevät pareittain. 
Parilla on eriväriset pizzat ja sovitaan, että keltainen pizza jaetaan aina vaakasuorilla jaoilla 
ja vihreä pizza pystysuorilla jaoilla. On tärkeää, että jaot ovat tasavälein. 
 
Keltaisesta pizzasta syötiin 1/3 ja vihreästä 1/4. Keltainen pizza siis jaetaan vaakasuorilla 
jaoilla kolmeen yhtä suureen osaan ja vihreä pizza pystysuorilla jaoilla neljään yhtä suureen 
osaan. Väritetään pizzoista syödyt alueet (kuvat 4 ja 5).  
 
Kuvat 4 ja 5. Luvut 1/3 ja 1/4 peltipizzoilla. 
 
Kummasta pizzasta on syöty enemmän? Paljonko pizzaa on syöty yhteensä? Kuinka paljon 
kahdesta pizzasta on vielä jäljellä? Tässä vaarana on, että oppilas laskee yhteen syödyt 
palat, mutta myös molempien pizzojen kaikki palat. Tällöin oppilas ehdottaa, että 1/3 + 1/4 = 
4/12 + 3/12 = 7/24. Täytyy pitää mielessä, että on sovittu yhden pizzan olevan kokonainen. 
Ja kokonainen on jaettu 12 yhtä suureen osaan.  
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Suuruusvertailu ja yhteenlasku on helppo havainnollistaa piirtämällä kaverin pizzan jaot 
omaan pizzaan (kuvat 6 ja 7). Näin molempien pizzojen palat ovat yhtä suuret, jolloin 
murtolukujen suuruusvertailu muuttuu palojen lukumäärien vertailuksi. Kun omaan pizzaan 
värittää vielä kaverin syömät palat, pizzasta nähdään yhteenlaskun tulos. Vähennyslaskussa 
lasketaan omasta pizzasta jäljelle jääneet palat. Näiden palojen lisäksi toinen pizza on vielä 
syömättä, koska kaverin syömät palat merkittiin omaan pizzaan. 
 
 
Kuvat 6 ja 7. Peltipizzat yhteisillä jakoviivoilla. 
 
Laventaminen voi tulla esille jo tässä vaiheessa, jos oppilaat ovat laskeneet jo murtolukujen 
yhteenlaskuja. Ilman peltipizzaa laskemalla murtoluvut lavennettaisiin samannimisiksi. Näin 
tuli huomaamatta tehtyä myös peltipizzan kanssa. Paloista tuli leikkaamisen seurauksena 
samankokoisia eli murtoluvut lavennettiin samannimisiksi. 
 
Oppilaiden osaamisesta ja ikäryhmästä riippuen voidaan tehdä opettajajohtoisesti lisää 
perustehtävä myös haastavammilla luvuilla (esimerkiksi 2/7 ja 1/5) tai oppilaat voivat 
ratkaista pareittain annettuja tehtäviä peltipizzoja käyttäen. Luultavasti monet oppilaat 
tarvitsevat vielä toisen opettajajohtoisen esimerkin pizzojen käytöstä, ennen itsenäistä 
työskentelyä. 
 
3. Ekvivalenssiluokat, suuruusvertailu ja laventaminen 
 
Suuruusvertailua on helppo tehdä pareittain kahden pizzan avulla. Jos oppilaat ovat 
tutustuneet jo peltipizzamalliin esimerkiksi yhteenlaskussa, voi heille antaa heti 
tutkimustehtävän: kumpi luku on suurempi: 3/7 vai 1/3? Oppilaat rohkaistaan käyttämään 
avuksi peltipizzojaan, ja heitä voi muistuttaa, että keltaiset pizzat jaetaan vaakasuorilla jaoilla 
ja vihreät pystysuorilla jaoilla. Tarkoituksena on saada pizzojen palat samankokoisiksi, jolloin 
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 suuruusvertailu on helppo tehdä (kuvat 8 ja 9). Jos oppilaat eivät ole vielä tuttuja 
peltipizzamallin kanssa, suuruusvertailu on hyvä ensin tehdä opettajajohtoisesti. 
 
 
Kuvat 8 ja 9. Luvut 1/3 ja 3/7 yhteisillä jakoviivoilla 
 
Murtolukujen suuruusvertailu mekaanisesti tehdään laventamisen avulla. Toiminnallisista 
välineistä suuruusvertailua voidaan havainnoida murtokakkujen ja värisauvojen avulla. 
Nämä välineet ovat kuitenkin rajalliset, koska niillä ei saa mallinnettua kaikkia murtolukuja. 
Esimerkiksi murtokakkujen pienimmät osat ovat kahdestoistaosia. Myös oikeiden palojen 
etsiminen vie aikaa ja keskittymistä itse tehtävästä. Peltipizzamallin etuna on se, että sillä voi 
mallintaa minkä vain murtoluvun ja niin helposti kuin piirtämällä.  
 
Ekvivalenssiluokkien havainnoillistamisen voi aloittaa tekemällä suuruusvertailua yhtä 
suurille murtoluvuille: 1/2 ja 3/6 sekä 1/3 ja 2/6. Tämän jälkeen voidaan yhdessä pohtia, 
miten samansuuruisia lukuja löydetään. Väritetään peltipizzasta luku 1/3. Lisätään pizzaan 
jakoviivoja niin, että palat pysyvät aina keskenään yhtä suurina. Huomataan, että väritettyjen 
palojen määrä, samoin kuin koko pizzan palojen määrä, muuttuu jakoviivoja lisätessä. 
Kuitenkin väritetty alue pysyy samana (kuvat 10,11 ja 12). Kirjoitetaan taululle kaikki löydetyt 
ekvivalentit murtoluvut. Oppilaille voi antaa tehtäväksi löytää puolessa minuutissa niin monta 
samansuuruista murtolukua kuin ehtivät.  
 
     
Kuvat 10,11 ja 12. Luvut 1/3, 2/6 ja 4/12. 
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 Laventamista on kuin huomaamatta harjoiteltu edellisissä yhteenlasku- sekä 
suuruusvertailutehtävissä. Laventaminen on murtoluvun osoittajan ja nimittäjän kertomista 
samalla luvulla. Voidaan ajatella, että lukua kerrotaan murtoluvulla, jonka osoittaja ja 
nimittäjä ovat samat, ja näin ollen kertojan arvo on yksi. Laventaminen ei muuta murtoluvun 
arvoa, vaan se muuttuu eri näköiseksi murtoluvuksi, joka on ekvivalentti alkuperäisen 
murtoluvun kanssa. Tämä määritelmä on haastava alakoululaisille, joten laventamisen 
käsitteenymmärrys voi jäädä vielä hyvin vajaaksi. Laventaminen tuntuu kirjan antamalta 
tempulta eikä ymmärretä, että lavennettu luku on yhtä suuri alkuperäisen luvun kanssa. Siksi 
laventaminen on hyvä huomioida ekvivalenssiluokkia harjoitellessa. Ekvivalentit murtoluvut 
löydettiin juuri laventamisen avulla. On hyvä laventaa muutama murtoluku myös 
mekaanisesti kertomalla osoittaja ja nimittäjä samalla luvulla, jotta mekaaninen laskeminen 




Murtolukujen kertolaskuun tutustuminen kannattaa aloittaa kokonaislukujen kertolaskun 
pohtimisella: mitä tarkoittaa 3 kertaa 4? Kertolaskussa otetaan kolme kertaa neljän ryhmä, 
esimerkiksi kolme neljän keksin pinoa. Kun kertoja on murtoluku, sama idea pätee:  1/2 
kertaa 2 eli otetaan puolikas luvusta 2.  
 
Kun joko kertoja tai kerrottava on kokonaisluku ja toinen murtoluku, kertolasku 
havainnollistetaan peltipizzamallilla merkitsemällä ensin kerrottava luku pizzaan. Jos 
kerrottava on suurempi kuin yksi, tarvitaan enemmän pizzoja. Esimerkiksi lasku 1/2 kertaa 2 
voidaan havainnollistaa laittamalla kaksi pizzaa peräkkäin ja värittämällä tästä 
kokonaisuudesta puolet. Tällöin väritetään yksi pizza eli tulo on 1. Kertolasku 1/3 kertaa 2 
käy samoin, mutta nyt väritetään 1/3 kahden pizzan rivistä eli 2/3 yhdestä pizzasta. Tulo on 
siis 2/3. Jos kerrottava on aito murtoluku, väritetään luvun arvo pizzaan ja otetaan näitä 
paloja kertojan osoittama määrä. Esimerkiksi laskussa 2 kertaa 1/3 väritetään ensin pizzasta 
1/3 ja otetaan näitä paloja 2. Tuloksi saadaan 2/3.  
 
Kun sekä kertoja että kerrottava ovat murtolukuja,voidaan kertolaskua havainnollistaa joko 
yhdellä tai kahdella peltipizzalla. Ratkaistaan kertolasku 1/3 1/2 ensin yhden pizzan ja sen·  
jälkeen kahden pizzan avulla. Kertolaskussa otetaan siis yksi kolmasosa puolikkaasta. 
Väritetään ensin pizzasta kerrottava eli luku 1/2 (puolikas) jakamalla pizza vaakasuoraan 
puoliksi. Tästä väritetystä palasta pitäisi ottaa nyt 1/3. Jaetaan pizzan pystysuorassa 
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 kolmeen yhtä suureen osaan. Väritetään 1/3 pizzasta. Pala, joka on väritetty kahdesti on tulo 
1/3 kertaa 1/2 eli 1/6 (kuva 13). Kahdella pizzalla laskettaessa väritetään kertoja yhteen 
pizzaan ja kerrottava toiseen niin, että yksi on jaettu vaakasuorilla jaoilla ja toinen 
pystysuorilla. Lisätään molempiin pizzoihin toisen pizzan jakoviivat. Tulo on palat, jotka on 
väritetty molemmista pizzoista. 
 
 
Kuva 13. Peltipizza kertolaskulle 1/3 1/2·  
 
Tutkimuksen tekijän mielipide on, että yhdellä pizzalla kertolaskun laskeminen vaatii 
enemmän ymmärrystä kuin kahdella pizzalla. Näin ollen tapa voi olla haasteellisempi, mutta 
tukeutuu käsitteen ymmärrykseen paremmin kuin kahdella pizzalla laskeminen. Kahden 
pizzan käyttäminen voi olla varsinkin pienemmille oppilaille helpompaa, mutta tulon 
katsominen pizzojen väritetyistä paloista voi jäädä liian mekaaniseksi eikä ymmärrystä siksi 
ehkä tapahdu. 
 
Kun peltipizzoilla on laskettu useampi murtolukujen kertolasku ja näiden lausekkeet ja 
tulokset on kirjattu taululle, oppilaat voivat yrittää keksiä, miten murtolukujen kertolasku 
lasketaan mekaanisesti. Ikäryhmästä ja motivaatiosta riippuen voidaan laskea samat 




Jakolasku murtoluvuilla on haastava aihe. Moni aikuinenkin mieltää jakolaskun vain 
ositusjakona, mutta murtolukujen jakolaskussa tarvitaan myös sisältöjakoa. Tästä seuraa se, 
että esimerkiksi jakolaskua 2 : 1/2 ei osata kielentää eli ei osata keksiä tilannetta, missä 
tällainen jakolasku tulisi eteen. Jakolasku tulee mieltää sisältöjaon kautta: kuinka monta 
kertaa luku 1/2 sisältyy lukuun 2? Sisältöjakoa voi käyttää myös kokonaislukujen 
jakolaskussa: 4 : 2 eli kuinka monta kertaa luku 2 sisältyy lukuun 4? Ositusjaolla neljä 
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 jaetaan kahteen yhtä suureen osaan. On tärkeä kerrata sisältöjakoa myös kokonaislukujen 
jakolaskussa, jotta se muistuisi mieleen murtolukujen jakolaskussa. 
 
Peltipizzalla voidaan hauskalla ja helpolla tavalla ratkaista jakolasku, jonka jakaja ja jaettava 
ovat murtolukuja. Tämä tapa ei niinkään tähtää käsitteenymmärrykseen ellei sitä linkitä 
murtolukujen jakolaskun mekaaniseen laskusääntöön: jaettava kerrotaan jakajan 
käänteisluvulla. Tapa on kuitenkin niin helppo ja kiinnostava, että sen avulla voidaan 
tutustua murtolukujen jakolaskuun jo alakoulussa ennen kuin yläkoulussa pää saadaan 
sekaisin omituisen laskusäännön takia. 
 
Tarvitaan kaksi pizzaa. Valitaan jakolaskuksi 3/4 : 1/4 . Väritetään ensimmäisestä pizzasta 
luku 3/4 jakamalla pizza pystysuorilla jaoilla neljään yhtä suureen palaan. Toinen pizza 
jaetaan vaakasuoraan neljään yhtä suureen palaan ja väritetään pizzasta 1/4. Lisätään 
molempiin pizzoihin toisen pizzan jakoviivat, jolloin kaikki palat ovat yhtä suuret (kuvat 14 ja 
15). Lasketaan pizzojen väritetyt palat. Ensimmäisessä pizzassa on 12 palaa ja toisessa 
neljä palaa. Murtolukujen jakolasku muuttuu tässä pizzapalojen jakolaskuksi. 3/4 : 1/4 = 12 : 
4 = 3. 
 
 
Kuvat 14 ja 15. Luvut 3/4 ja 1/4 yhteisillä jakoviivoilla 
 
Tapa toimii, koska murtoluvut lavennettiin niin, että niillä on yhteinen nimittäjä. Yhteiset 
nimittäjät supistuvat pois, kun jaettava kerrotaan jakajan käänteisluvulla. Murtolukujen 
jakolasku muuttui pizzapalojen jakolaskuksi. Se, miksi tämä tapa toimii, on vaikea selittää 
oppilaille. Jos jakolaskuja lasketaan mekaanisesti, tämän tavan voi ottaa vierelle 
todistamaan jakolaskun sääntöä tai toisinpäin: mekaaninen laskusäännön voi ottaa 
peltipizzamallin vierelle todistamaan mallin toimivuutta. Tällä tavalla voidaan havainnollistaa 




Jakolaskun 3/4 : 1/4 voi havainnollistaa peltipizzalla myös sisältöjaon periaatteella: kuinka 
monta kertaa luku 1/4 sisältyy lukuun 3/4? Väritetään pizzasta 3/4 ja tutkitaan montako 
kertaa 1/4-kokoinen pala mahtuu 3/4-pizzaan. Huomataan, että 1/4 -paloja mahtuu kolme 
kappaletta 3/4-pizzaan eli 3/4 : 1/4 = 3. Tämä havainnollistamistapa toimii monella 
havainnointimateriaalilla, mutta se rajoittuu vain yksinkertaisimpien murtolukujen jakolaskun 
käyttöön.  
 
Kun jaettava on murtoluku ja jakaja kokonaisluku, on ositusjaon käyttö helpompaa. 
Sisältöjaolla lasku 1/2 : 4 kielennettäisiin, kuinka monta kertaa luku neljä sisältyy lukuun 1/2. 
Tämä ei kuulosta mielekkäältä. Ositusjaolla luku 1/2 jaetaan neljään yhtä suureen osaan. 
Tämä on mahdollista havainnollistaa peltipizzamallilla. Jaetaan pizza vaakasuorassa 
kahteen yhtä suureen osaan ja väritetään luku 1/2. Tämä jaetaan neljään yhtä suureen 
osaan jakamalla pizza pystysuorassa neljään yhtä suureen osaan. Yksi näistä paloista on 
1/8, koska paloja on yhteensä 8 kappaletta. Vanhempien oppilaiden kanssa voidaan nähdä 
yhteys kertolaskuun. Peltipizza näyttää samalta kuin kertolaskua 1/2 kertaa 1/4 laskettaessa. 
 
6. Soveltavia lisätehtäviä 
 
Peltipizzamallille voidaan kehittää soveltavia sanallisia tehtäviä, jotka voivat toimia 
tutkimustehtävinä, lisätehtävinä tai aivopähkinöinä. Tehtävät toimivat itsenäisinä tehtävinä, 
jos oppilaat ovat jo harjoitelleet peltipizzamallilla tehtävien ratkaisemista. Seuraavat tehtävät 
on muokattu Hannele Ikäheimon ja Eija Voutilaisen kirjasta Murtolukuja välineillä luokille 3-9 
osiosta kokonaisia ja osia (WSOYpro Oy, 2011). Jotkut tehtävät voi olla helpompi ratkaista 
ruutupaperille kuin laminoidulle pizzalle, sillä näissä tehtävissä täytyy murto-osan perusteella 
piirtää kokonainen eli pizzaa pitää kasvattaa tehtävän edetessä. Pizzan koko ei siis ole 
tiedossa vielä tehtävän alussa. 
 
a) Tomi ja Lea tekevät peltipizzan. He laittavat pizzan puoliksi. Tomi leikkaa oman 
puolikkaansa kahteen palaan ja Lea kolmeen palaan. Molemmat syövät kaksi palaa. Kuinka 
suuri osuus alkuperäisestä pizzasta on jäljellä? 
 
b) Peltipizza on jaettu 12 palaan. Paloista 2/3 on lihatäytteisiä ja loput kasvistäytteisiä. Monta 
kasvistäytteistä pizzapalaa on? 
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 c) Anni ja Tero tekivät peltipizzan. Anni söi kolme pizzapalaa, jolloin Terolle jäi 2/3 pizzasta. 
Montako palaa Tero sai? 
 
d) Jani söi peltipizzasta 1/2 (puolet). Anni söi jäljellä olevasta pizzasta 1/2. Miralle jäi loput 
kolme palaa. Kuinka monta palaa pizzassa oli alunperin? 
 
e) Mikko söi peltipizzasta 1/4. Juulia söi jäljellä olevasta pizzasta 1/2. Sitten Anna söi jäljellä 





 4. Tutkimuksen empiirinen osa ja tulokset 
4.1. Opetuskokeilu 1: matikkapäivä Vantaalla 
Matikkapäivän tunnit pidettiin ensin kuudesluokkalaisille ja sitten neljäsluokkalaisille. 
Kuudennen luokan tunnilla oli 20 oppilasta paikalla. Luokan oma opettaja jakoi luokkalaiset 
pareiksi istumaan, ja jokainen sai oman peltipizzan, kynän ja kostean paperipyyhkeen. 
Peltipizzaan tutustuminen aloitettiin tutustumistehtävillä ja sitten yhteenlaskutehtävillä. 
Alkuperäisestä suunnitelmasta poikettiin siltä osin, että vähennyslaskut jätettiin välistä, 
koska suurin osa oppilaista näytti ymmärtävät mallin idean ja osasi toimia sen kanssa. Liika 
toistaminen olisi tylsistyttänyt, ja ne oppilaat, joista näkyi se, että asia ei niinkään 
kiinnostanut, ei olisi kertauksesta niin paljon hyötyneet. Ensimmäisen 45 minuutin aikana 
ehdittiin malliin tutustumisen lisäksi laskemaan yhteenlaskuja ja tekemään murtolukujen 
suuruusvertailua peltipizzamallin avulla. Ennen välituntia tutustutiin opettajajohtoisesti vielä 
murtolukujen kertolaskuun yhden tehtävän verran. Kertolasku, jossa molemmat tulon jäsenet 
ovat murtolukuja, ovat kuudesluokkalaisille uutta asiaa. Suurin osa oppilaista jaksoi keskittyä 
asiaan, mutta ensimmäinen esimerkki ei vielä luonut ymmärrystä.  
 
Välitunnin jälkeen jatkettiin kertolaskuun tutustumisella. Ratkaistiin neljä murtolukujen 
kertolaskua yhdessä. Selvästi aihe oli haastava, mutta osa oppilaista tajusi idean. Lopuksi 
ratkaistiin johdatuksena murtolukujen jakolaskuun vielä lasku  3/4 : 1/4 . Tutkija halusi ottaa 
tämän mukaan herättämään kiinnostusta. Toiveena on, että joku oppilaista muistaa aiheen 
tullessa esille yläkoulussa, että ei se niin haastavaa ollutkaan. Opetuskokeilussa ei asiaan 
syvennetty, koska yhden uuden asian oppiminen oli tälle tuokiolle tarpeeksi. Alustava 
tutustuminen tekee kuitenkin hyvää, koska murtolukujen jakolasku on haastava aihe. 
 
Kuudennen luokan opettaja kysyi palautetta opetuskokeilusta seuraavalla tunnilla ja lähetti 
ne tutkijalle sähköpostitse. Kolme esille tullutta palautetta olivat:  
- “Aluksi oli vaikeaa, mutta kun neuvoit niin tajusi.” 
- “Laskun laskeminen piirtämällä oli kivaa.” 
- “Olisi voinut vaihtaa laskutekniikkaa välillä - oli vähän pitkäveteistä lopuksi, kun oli 
sama tapa koko ajan (opettajan kommentti: tämän kommentin kertoi matikassa 
kymppejä kokeista saava oppilas, joka on tosi noheva)” 
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 Summamutikkakeskuksen matikkapäivän ideana on perehtyä oppilaiden kanssa 
matematiikkaan hauskalla tavalla ja käyttäen välineitä. Tällä tavalla pyritään nostamaa 
oppilaiden motivaatiota matematiikka kohtaan ja näyttää heille, että matematiikkakin voi olla 
kivaa. Palautteen nojalla tämä onnistui. Opettaja oma palaute oli myös positiivinen:  
“Minä olen aina ollut välineellisen ja toiminnallisen matematiikan kannattaja. Ennemmin 
ymmärrystä kuin kirjan täyttämistä. Kokonaisuutesi oli hyvin mietitty!” 
 
Neljäsluokkalaisia osallistui opetukseen 23 oppilasta. Heidän aikaisempi kokemus 
murtoluvuista oli rajoittunut murtoluvun käsitteeseen eikä murtoluvuilla oltu vielä laskettu 
muuta kuin samannimisten murtolukujen yhteenlaskua. Ryhmän oma opettaja jakoi oppilaat 
pareiksi. Luokka oli levottomampi kuin kuudesluokka, ja osa oppilaista keskittyi ihan muihin 
asioihin kuin oli tarkoitus. Pizza-alusta ja kalvotussi vei huomion, ja moni piirteli alustaan 
omia juttujaan. Opetuskokeilu ei mennyt suunnitelman mukaisesti, koska järjestyksenpitoon 
meni paljon aikaa ja oppilaat eivät olleet vielä niin tuttuja murtolukujen kanssa kuin tutkija oli 
olettanut. Tunti alkoi malliin tutustumisella ja eteni yhteenlaskuun, jonka aikana tuli 
huomaamatta esille oppilaille tuntematon laventaminen, ja lopuksi vähennyslaskuun. 
Murtolukujen käsitteenmuodostus oli vielä niin aluillaan, että siihen olisi peltipizzallakin 
pitänyt käyttää enemmän aikaa. Käsitteenmuodostustehtäviä olisi pitänyt tehdä yhden 
sijasta kaksi tai jopa kolme. Oppilaiden oppimista opetustuokion aikana on vaikea arvioida, 
koska moni ei keskittynyt asiaan vaan teki omia juttujaan. Nämä vei huomion niiltä, jotka 
mahdollisesti tekivät mukana ja oppivat jotain uutta. 
 
Materiaalia muokattiin matikkapäivän perusteella, niin että siinä on enemmän nuoremmille 
oppilaille (3.–4.lk) sopivampia tehtäviä keskittyen enemmän malliin tutustumiseen ja 
murtoluvun käsitteenmuodostukseen. Yhteen- ja vähennyslaskua voi 3.–4.-luokkalaisten 
kanssa peltipizzalla harjoitella ja laventamisen tuoda esille, mutta pitkää ja kattavaa 
opetustuokiota ei kerralla voi tehdä. Eräs neljäsluokkalainen ehdotti yhteenlaskun 1/3 + 1/4 
summaksi 7/24. Tämä johtui siitä, että pizza oli jaettu 12 palaan ja kahdesta pizzasta oli 
syöty yhteensä seitsemän palaa. Tämän havainnon jälkeen, materiaaliin on painotettu 
enemmän kokonaisen hahmottamista ja neuvottu opettajaa havainnoimaan samanlaisia 
virheellisiä päätelmiä. 
 
Ryhmät olivat isoja ja oppilaat tutkijalle vieraita, jonka takia käyttäytymisen havainnointia oli 
vaikea tehdä opetustuokion aikana. Kuudesluokkalaisten ja heidän opettajansa palautteen 
mukaan kuitenkin opetustuokio oli positiivinen oppimiskokemus. 
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 4.2. Opetuskokeilu 2: montessoriluokat pääkaupunkiseudulla 
Yhden päivän aikana tutkija piti neljä opetustuokiota neljälle eri ryhmälle. Käytettävä 
opetusmateriaali oli sama jokaiselle ryhmälle, mutta tehtävät valittiin kuullostellen ryhmän 
tunnetiloja ja osaamista. Tehtävien numerointi vastaa liitteen 1 opetusmateriaalin 
numerointia. Jokaiselle opetustuokiolle oli varattu aikaa kaksoistunti eli 90 minuuttia, mutta 
tuokiot kestivät 65 - 80 minuuttia. Tuokioihin sisältyi alku- ja loppukyselyiden täyttäminen. 
Jokaista opetustuokiota (kokonaan tai osan aikaa tunnista) seurasi oppilaille tuttu opettaja.  
4.2.1. Neljäsluokkalaisten opetustuokio 
Aamun ensimmäinen opetustuokio pidettiin neljäsluokkalaisille. Opetusryhmässä oli 
kahdeksan oppilasta; neljä tyttöä ja neljä poikaa. Oppilaat asetettiin istumaan opettajan 
toiveesta tyttö-poikapareiksi. Ensin oppilaat täyttivät 3.-4.-luokkalaisten alkukyselyn 
parhaimman osaamisensa mukaan.  
 
Opetustuokio aloitettiin tutustumistehtävillä 1a) ja 1b). Jokainen oppilas osasi jakaa pizzan 
osiin. Tutustumisen jälkeen ratkaistiin peltipizzalla kaksi yhteenlaskutehtävää ja yksi 
vähennyslaskutehtävä. Suuruusvertailua tehtiin kahdella lukuparilla: 3/7 ja 1/3 sekä 4/7 ja 
3/5. Tehtävien edetessä oppilaat ymmärsivät peltipizzamallin idean ja mallilla laventamisen. 
Suuruusvertailun aluksi tutkija kysyi oppilailta vinkkejä siihen, miten kahden pizzan syötyjä 
paloja voitaisiin verrata ja laskea yhteen, ja yksi oppilas vastasi laventamalla. Tehtävän 
jälkeen palattiin kysymykseen ja todettiin, että laventaminen tehtiin parin jakoviivat omaan 
pizzaan lisäämällä kuin huomaamatta. Jo yhden tehtävän jälkeen kysymykseen, miten 
voisimme vertailla näitä pizzoja tai miten saisimme pizzat sellaisiksi, että palojen yhteenlasku 
onnistuisi, tuli nopeasti monelta oppilaalta vastaus, että lisätään kaverin pizzan jakoviivat 
omaan pizzaan niin, että paloista tulee yhtä suuret. Mitä enemmän tehtäviä pizzoilla tehtiin, 
sitä useampi oppilas ymmärsi idean parin jakoviivojen lisäämisestä omaan pizzaan. Oppilaat 
osallistuivat aktiivisesti tunnille ja he osasivat tehdä annetut tehtävät. Tunti eteni niin hyvin, 
että yksi yhteen- ja yksi vähennyslaskutehtävä jätettiin välistä, jotta oppilaat eivät tylsistyisi. 
Oppilaat olivat aktiivisesti mukana koko opetustuokion ajan ja opetuksen häirintää ei 
tapahtunut.  
 
Suuruusvertailutehtävien jälkeen siirryttiin kertolaskuihin. Tämä sai vastaukseksi kaksi jes! 
-huudahdusta oppilailta. Selkeästi haastetta kaivattiin ja se otettiin hyvin vastaan. Ensin 
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 kysyttiin oppilailta, mitä kertolasku tarkoittaa. Se selitettiin yhteenlaskun avulla. 
Dokumenttikameran avulla näytettiin oppilaille kertolasku 3 kertaa 2. Tässä otetaan kolme 
kertaa kahden kappaleen joukko. Sama toimii murtolukujen kanssa: 1/2 kertaa 2 eli otetaan 
puolikas luvusta 2. Tämä tuntui oppilaille vaikealta ja moni pohti asiaa itsekseen. Teimme 
yhdessä ensimmäiset kaksi kertolaskutehtävää: 1/3  1/2 sekä 1/3  1/4. Asia alkoi· ·  
selkeytyä pikkuhiljaa, ja seuraavat kaksi kertolaskutehtävää viisi kahdeksasta oppilaasta 
osasi ratkaista itsenäisesti tai parin avustuksella. Kertolaskutehtävät vastauksineen oli 
kerätty dokumenttikameralla näytettäväksi, ja oppilaat saivat päätellä näistä laskuista 
murtolukujen kertolaskusäännön. Se keksittiin nopeasti. Yksi oppilas vielä kysyi, että miten 
ensimmäinen esimerkki 1/2 kertaa 2 toimii kertolaskusäännön kanssa. Sitten yhdessä 
pohdittiin, miten luvun 2 voi sanoa murtolukuna. 
 
Murtolukujen kertolasku tuli oppilaille uutena ja opetustuokio lopetettiin siihen. Jakolaskujen 
mukaanotto olisi pitkittänyt jo suhteellisen pitkää opetustuokiota, eikä se olisi tuonut näin 
nuorten oppilaiden kanssa suurta hyötyä. Lopuksi oppilaat vastasivat vielä 
3.-4.-luokkalaisten loppukyselyyn.  
4.2.1.1. Käyttäytymisen havainnointi 
Osallistuminen oli havaittavissa jokaisella neljällä tytöllä koko tunnin ajan. Kaksi poikaa myös 
osallistui koko tunnin ajan. Muut kaksi poikaa näyttivät välillä tylsistymisen piirteitä. Hei 
katselivat ympärilleen eivätkä heti alkaneet toimeen tehtävänannon kuultuaan. Toinen näistä 
pojista kokee olevansa hyvä matematiikassa ja tylsistyy, jos haastetta ei ole tarpeeksi. 
Kuitenkin käsillä tekeminen ei ollut niin tuttua, koska poika pyrki ratkaisemaan laskut 
päässään. Epävarmuus tekemiseen näkyi keskittymisvaikeuksina. Poika kommentoi “oispa 
nää desimaalilukuja, osaan ne paremmin. Teen lukiomatikkaa kotona, mutta näitä 
(murtolukuja) en muista enää.” Näytti siltä, että oppilas yllättyi, kun ei osannutkaan yhtä 
hyvin kuin oletti. Yhdelle tytölle etenemistahti oli liian nopea, ja tämä näkyi surullisuutena. 
Tytön pari ja tutkija auttoi etenemisessä. Muista tytöistä oli havaittavissa nauttimista. He 
ilahtuivat, kun saivat laskettua laskun ja hymyilivät paljon. Kaksi tytöistä loisti, kun he 
osasivat ja olivat nopeita laskemisessa. Poikien nauttimisen havainnointi jäi vähemmälle. 
Yhteistyö toimi parien välillä hyvin. Varsinkin kahden parin kohdalla toisen avustamista oli 
nähtävissä usein. Näiden parien kohdalla toinen ymmärsi asian nopeammin kuin toinen. 
Turhautumista ei ollut havaittavissa ollenkaan koko opetustuokion ajan. 
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 Ryhmän opettaja kommentoi ensimmäisen 45 minuutin ajalta havainneensa osallistumista 
(keskittymistä, positiivista tunteenilmausta) viidessä oppilaassa kahdeksasta. Näissä 
oppilaissa tämä oli nähtävissä useammassa tilanteessa. Opettaja havainnoi, että tunnilla oli 
koko ajan mukava tunnelma. Tyttö, jonka mielestä edettiin liian nopeasti näytti miettivän 
tehtäviä jo vähän huolissaan. Hän sai kuitenkin pariltaan apua.  
4.2.1.2. Alkukysely 
Kyselyt olivat samat neljäs- ja kolmasluokkalaisille. Alkukyselyssä (liite 3) oli kolme 
murtolukutehtävää ja kaksi mielipidekysymystä. Ensimmäinen tehtävä oli samannimisten 
murtolukujen yhteenlasku: 1/2 + 1/2. Kaikki kahdeksan oppilasta ratkaisi tehtävän oikein. 
Toinen tehtävä koski samannimisten murtolukujen vähennyslaskua: 2/4 - 1/4. Tämän 
tehtävän ratkaisi oikein seitsemän oppilasta kahdeksasta. Yksi oppilas vastasi 3/4 eli 
luultavasti oli ajatellut tehtävän olevan yhteenlasku. Kolmas tehtävä oli kertolasku: 2 1/3.·  
Tähän tehtävään kuusi oppilasta antoi oikean vastauksen. Yksi oppilas oli jättänyt tehtävän 
tekemättä ja yksi saanut vastaukseksi 2/6 eli hän oli kertonut kokonaisluvulla kerrottavan 
sekä osoittajan että nimittäjän.  
 
Alkukyselyn tehtävien ratkaiseminen sujui jopa yllättävän hyvin. Oppilailla oli hyvä käsitys 
murtoluvuista.  
 
Murtolukutehtävien jälkeen kysyttiin kaksi mielipidekysymystä. Oppilaiden tuli arvioida kahta 
väittämää merkitsemällä rastilla lukusuoralle se arvo, joka vastasi parhaiten sitä, miten hyvin 
väite sopi heille. Luku 1 tarkoitti “Olen eri mieltä.” ja luku 5 “Olen samaa mieltä.” 
Ensimmäinen väite oli “Murtoluvuilla laskeminen on helppoa.” Vastaukset tähän väitteeseen 
vaihtelivat välillä 3-5. Keskiarvo vastauksista oli 4,1. Toinen väittämä oli “Pidän 
matematiikasta.” Tähän väittämään vastauksen vaihtelivat välillä 3-5. Keskiarvoksi tuli 4,1. 
Oppilailla oli siis positiivinen asenne sekä matematiikkaa että murtolukuja kohtaan. 
4.2.1.3. Loppukysely 
Loppukyselyn (liite 4) murtolukutehtävät olivat haasteellisempia kuin alkukyselyn tehtävät ja 
tämä näkyi osaamistasossa. Oppilaita kannustettiin käyttämään peltipizzaa apuna, mutta 
vain kaksi tyttöä ja kaksi poikaa käytti mallia hyväkseen tehtävien tekemisessä. Tytöt tekivät 
laminoiduilla pizzoilla ja pojat piirsivät peltipizzat tehtäväpapereihinsa. 
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 Ensimmäinen tehtävä oli murtolukujen yhteenlasku: 1/4 + 2/3. Tehtävän ratkaisi oikein kolme 
oppilasta. Nämä olivat oppilaita, jotka olivat käyttäneet peltipizzaan apunaan laskemisessa. 
Muut vastaukset olivat 2/7, 3/4 ja 10/12 (oikea vastaus 11/12). Kaikki oppilaat olivat 
vastanneet tehtävään. 
 
Toinen tehtävä oli murtolukujen vähennyslasku: 3/4 - 1/3. Tämän tehtävän ratkaisi oikein 
samat kolme oppilasta, jotka ratkaisivat edellisen tehtävän oikein. Muut oppilaat joko jättivät 
vastaamatta tehtävään tai vastasivat väärin. Väärät vastaukset olivat 1/2, 2/2 ja 3/12 (oikea 
vastaus 5/12). Kaksi oppilasta jätti vastaamatta tehtävään. 
 
Kolmas tehtävä oli murtolukujen kertolasku: 1/2 1/4. Kertolasku, jossa molemmat sekä·  
kertoja että kerrottava ovat murtolukuja, tuli uutena asiana oppilaille opetustuokion aikana. 
Kuitenkin jopa kuusi oppilasta vastasi oikein tehtävään. Yksi oppilas jätti vastaamatta 
tehtävään ja yksi vastasi 2/8 (oikea vastaus 1/8).  
 
Mielipidekyselyssä oli viisi arvioitavaa väittämää ja kaksi avointa kysymystä. Väittämät 
arvioitiin asteikolla 1-5 samalla tavalla kuin alkukyselyssä. Ensimmäinen väite oli “Murtoluvut 
ovat hankalia”. Vastaukset väittämään vaihtelivat välillä 1-4. Yksi oppilas ei vastannut 
lukuarvolla vaan kirjoitti vastaukseksi “välillä”. Tutkija arvioi vastauksen luvuksi 3 keskiarvon 
laskemista varten. Keskiarvoksi väittämälle tuli 2,5. Oppilaiden vastaukset vastasivat 
alkukyselyn väittämää “Murtoluvuilla laskeminen on helppoa” melko hyvin. Kaksi oppilasta, 
jotka vastasivat alkukyselyn väittämään luvulla 5, vastasivat loppukyselyn vastakkaiseen 
väittämään luvulla 2. Oppilas, joka vastasi loppukyselyn väittämään sanallisesti välillä, antoi 
alkukyselyn väittämälle arvon 5. Nämä oppilaat siis kokivat murtoluvuilla laskemisen 
helpoksi, mutta kuitenkin he kokivat haasteita murtolukujen kanssa.  
 
Toinen väittämä oli “Tunnilla oli kivaa”. Vastaukset väittämään vaihtelivat välillä 3-5. 
Keskiarvoksi väittämälle tuli 3,9. Oppilaat siis kokivat opetustuokion hauskana, joka oli 
tuokion osatavoite. Kolmas väittämä oli “Opin uutta tunnilla”. Vastaukset vaihtelivat välillä 
2,5-5. Keskiarvoksi tuli 4,1. Oppilaat kokivat siis oppineensa uutta, joka oli toinen 
opetustuokion tavoite.  
 
Neljäs väittämä oli “Pidän matematiikasta”. Väittämän vastaukset vaihtelivat välillä 3-5. 
Keskiarvoksi väittämä sai arvon 4,0. Viides väittämä oli “Matikka on minulle helppoa”. 
Vastaukset vaihtelivat välillä 2-5, ja niiden keskiarvoksi tuli 4,0. Oppilaat pääosin siis pitivät 
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 matematiikasta ja suurin osa koki matematiikan helpoksi. Oppilas, joka vastasi neljänteen 
väittämään arvolla 3, vastasi viidenteen väittämään arvolla 2. Vaikka hän ei kokenut 
matematiikan olevan helppoa, ei se myöskään ollut vastenmielistä. 
 
Ensimmäinen avoin kysymys oli “Mikä tunnilla oli kivaa?”. Kaksi oppilasta jätti vastaamatta 
kysymykseen, muut vastaukset olivat “en tiedä”, “melkeen kaikki”, “peltipizzalla piirtäminen”, 
“kaikki” (kaksi vastausta) ja “moni asia oli kivaa”. Toinen avoin kysymys oli “Mikä oli tylsää?”. 
Samat kaksi oppilasta jätti vastaamatta tähänkin kysymykseen. Vastaukset olivat “ei mikään” 
(3 vastausta), “en tiedä” (2 vastausta) ja “paperitehtävät”,  
4.2.1.4. Palaute 
Opetustuokion jälkeen tutkija keskusteli neljäsluokkalaisten ryhmän tyttöjen kanssa 
opetustuokiosta. Tytöt kertoivat, että matematiikan kirjassa usein selitetään asiat huonosti. 
Aihe voi olla ihan uusi, ja vain esimerkin kanssa pitäisi osata laskea tehtävät. Monesti laskut 
ovat helpompia kuin selitys antaa ymmärtää. Opetustuokiosta oppilaat sanoivat, että he 
oppivat uutta ja laskemaan sellaisia laskuja, joita eivät olleet aikaisemmin ymmärtäneet. Yksi 





“Opin uutta. En ollut aiemmin tajunnut, miten näitä lasketaan.” 
“Matikan kirjassa selitetään tosi huonosti. Ihan uusi juttu ja ohjeena on laske.” 
“Monesti kirjassa laskut on helpompia kuin selitys.” 
“Kirjassa on selitetty sääntö, mutta nyt vasta tajusin säännön syyn.” 
“Kiva uusi tapa laskea.”  
4.2.1.5. Pohdinta 
Neljäsluokkalaisten ryhmän kanssa oli ilo työskennellä. He olivat positiivisella mielellä ja 
työskentelivät hyvin uuden materiaalin kanssa. He olivat tutustuneet enemmän murtolukuihin 
kuin matikkapäivän neljäsluokkalaiset (vaikka opetustuokioiden välissä ei ollut kuin 
kuukausi) ja se näkyi osaamisena ja intona. Havaintojen ja palautteen perusteella 
peltipizzamallilla on jotain uutta annettavaa murtolukujen opetukseen. Oppilaat pitivät 
toiminnallisesta piirtämisestä ja monesta näkyi ilahtumisen merkkejä, kun he tajusivat 
peltipizzan idean. Palautteen mukaan osa oppilaista myös oppi uutta murtoluvuista. Vain 
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 tämän opetustuokion perusteella, peltipizzamalli tukee murtolukujen omaksumista ja 
käsitteenmuodostusta sekä on kiinnostava tapa oppilaille oppia murtolukuja. 
4.2.2. Kolmasluokkalaisten opetustuokio 
Päivän toinen opetustuokio pidettiin kolmasluokkalaisille. Opetustuokio kesti 65 minuuttia. 
Oppilaita oli ryhmässä poissaolojen vuoksi vain neljä; kaksi poikaa ja kaksi tyttöä. Oppilaat 
oli opettajan toiveesta laitettu istumaan tyttö-poikapareiksi. Ryhmälle tuttu opettaja havainnoi 
tuntia ensimmäiset 45 minuuttia ja kirjasi havaintonsa ylös. Ensin oppilaita pyydettiin 
täyttämään alkukysely. Kysely osoittautui haastavaksi, koska kolmasluokkalaiset ovat vielä 
hyvin alussa murtolukujen käsitteenmuodostuksessa. 
 
Peltipizzamalliin tutustuminen aloitettiin tutustumistehtävillä. Jokainen oppilas jakoi pizzansa 
ensin kahtia, ja osien yhtäsuuruutta korostettiin. Jatkettiin pizzan jakamista vielä neljään yhtä 
suureen osaan. Tekeminen oli vielä epävarmaa, mutta jokainen sai jaettua pizzan oikein. 
Oppilaita piti rohkaista piirtämään laminoidulle pizzalle. Epävarmuus näkyi selkeimmin tämän 
ryhmän kanssa. 
 
Seuraavaksi tehtiin yhteenlaskutehtäviä pareittain. Tehtävät olivat selkeästi haastavat. 
Yhteenlaskut saatiin kuitenkin yhteistyöllä ratkaistua. Näiden tehtävien jälkeen toinen pojista 
kommentoi “Saako jo mennä?” ja toinen poika vastasi “Täähän on kivaa!”. Teimme yhdessä 
vielä yhden suuruusvertailun (3/7 vs. 1/3). Tämän jälkeen oppilaat vastasivat loppukyselyyn, 
jonka murtolukutehtävät olivat liian vaikeita oppilaille. Heitä rohkaistiin täyttämään 
mielipidekysymykset ja jättämään väliin vaikeat tehtävät, jos he eivät niitä haluaisi tehdä. 
Kaksi oppilaista eivät edes yrittäneet murtolukutehtäviä, toiset kaksi yrittivät. Molemmat 
yrittäneet käyttivät peltipizzamallia hyväkseen laskuissa; toinen laminoituja pizzoja, toinen 
piirsi tehtäväpaperille omat pizzansa. 
4.2.2.1. Käyttäytymisen havainnointi 
Osallistumista oli havaittavissa kaikissa oppilaissa, vaikkakin kahden osalta vain välillä. 
Toiset kaksi keskittyivät tehtäviin pohtien, ja heistä oli havaittavissa positiivisia 
tunteenilmaisuja. Nauttiminen näyttäytyi yhden oppilaan kohdalla. Tämä oppilas pitää 
matematiikasta ja on kiinnostunut matemaattisista haasteista. Yhteistyötä ei tapahtunut yhtä 
paljon kuin neljäsluokkalaisten ryhmässä. Syynä voi olla ryhmädynamiikka, kun kyseessä oli 
poika-tyttöparit. Ryhmän opettaja havainnoi opetustuokion aikana myös yhteistyötä, joka oli 
pääosin yhdessä työskentelemistä enemmän kuin parin avustamista. 
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 Ryhmässä oli yksi oppilas, jolle keskittyminen on yleensäkin vaikeaa. Tämä näkyi myös 
tämän tunnin aikana. Oppilas keskittyi tekemiseen, kun aikuinen tekee hänen kanssaan. 
Tämä oli mahdollista ryhmän pienen koon takia. Oppilaan turhautuneisuus näyttäytyi 
häiriökäyttäytymisenä ja havainnoivan opettajan mukaan vaivaantuneisuutena, koska hän ei 
osannut tehdä tehtäviä. Oppilas puuhasteli tavaroilla keskittymättä tehtävään. Sama oppilas 
näytti myös tylsistymisen eleitä keskittymisvaikeuksien ja mielenkiinnon puutteen kautta. 
Opettaja kirjasi ylös havainnon yrittämisestä.  
4.2.2.2. Alkukysely 
Murtoluvun käsitteenmuodostus on kolmasluokkalaisilla vielä alullaan ja murtoluvuilla 
laskeminen on vielä uutta. Tämä näkyi alkukyselyssä (liite 3). Yksi neljästä oppilaasta sai 
ratkaistua yhden tehtävän kyselyn murtolukutehtävistä. Tämä tehtävä oli murtolukujen 
yhteenlasku: 1/2 + 1/2. Oppilas, joka vastasi tehtävään oikein, oli piirtänyt tehtävän viereen 
luvun 1/2 kahdesti pyöreällä pintamallilla. Tehtävän olisi pitänyt olla pääteltävissä myös 
kolmasluokkalaisille, jos he olisivat yrittäneet sanallistaa tehtävän. Yksi oppilas oli jättänyt 
vastaamatta tehtävään. Muut vastaukset olivat 6 ja 4. Selitystä tai välivaiheita ei näille 
vastauksille oltu annettu.  
 
Toinen murtolukutehtävä oli murtolukujen vähennyslasku: 2/4 - 1/4. Tämän tehtävän yksi jätti 
vastaamatta ja muut vastaukset olivat 3, 4 ja 5 (oikea vastaus 1/4). Kolmas tehtävä oli 
kertolasku: 2 1/3. Tämä tehtävä oli tarkoitettu haastavaksi ylimääräiseksi tehtäväksi, jonka·  
joku olisi voinut osata päätellä. Kolme oppilaista vastasi tehtävään, vastauksen olivat 6, 5 ja 
2,9 (oikea vastaus 2/3). Vastauksiin ei oltu lisätty välivaiheita, joten oppilaiden päättelyketjua 
ei voi tietää. 
 
Murtolukutehtävien jälkeen kysyttiin kaksi mielipidekysymystä. Oppilaiden tuli arvioida kahta 
väittämää merkitsemällä lukusuoralle sen arvon, joka vastasi parhaiten sitä, miten hyvin 
väite sopi heille. Luku 1 tarkoitti “Olen eri mieltä.” ja luku 5 “Olen samaa mieltä.” 
Ensimmäinen väite oli “Murtoluvuilla laskeminen on helppoa.” Vastaukset tähän väitteeseen 
vaihtelivat välillä 1,5-4. Keskiarvo vastauksista oli 3,1. Toinen väittämä oli “Pidän 
matematiikasta.” Tähän kaikki oppilaat vastasivat luvulla 5 eli he olivat samaa mieltä. 
Murtoluvut koettiin siis välillä haastavaksi, mutta matematiikasta pidettiin. 
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 4.2.2.3. Loppukysely 
Loppukyselyn (liite 4) murtolukutehtävät olivat liian haastavia kolmasluokkalaisten ryhmälle. 
Heitä kannustettiin täyttämään mielipidekysymykset. He saivat jättää murtolukutehtävät 
laskematta, jos he eivät tahtoneet yrittää. Kaksi oppilaista yritti yhtä tehtävää kolmesta ja teki 
sen peltipizzamallin avulla. 
 
Ensimmäinen murtolukutehtävä oli murtolukujen yhteenlasku: 1/4 + 2/3. Tämän tehtävän 
ratkaisi oikein yksi oppilas (oikea vastaus 11/12). Hän käytti peltipizzaa hyväkseen 
ratkaisussa. Toinen oppilas, joka yritti ratkaisua, piirsi tehtäväpaperille omat peltipizzansa ja 
jakoi ne osiin. Hän teki kiireessä virheen ja sai vastaukseksi 9/9. Kaksi muuta oppilasta eivät 
yrittäneet ratkaisua. Kukaan oppilaista ei yrittänyt ratkaista kahta muuta murtolukutehtävää: 
3/4 - 1/3 ja 1/2 1/4. Kolmasluokkalaisten kanssa ei opetustuokion aikana edetty·  
murtolukujen kertolaskuun, joten viimeinen tehtävä olisi ollut aivan liian vaikea heille. 
 
Mielipidekysymyksiä oli seitsemän: viisi väittämää ja kaksi avointa kysymystä. Ensimmäinen 
väittämä oli “Murtoluvut ovat hankalia.” Vastaukset vaihtelivat välillä 2-2,5 eli kukaan 
oppilaista ei kokenut murtolukuja erityisen haastaviksi. Keskiarvoksi väittämälle tuli 2,3. 
Toinen väittämä oli “Tunnilla oli kivaa.” Vastaukset väittämälle vaihtelivat välillä 2-5 eli 
hajonta oli suurta. Keskiarvoksi tuli 3,5. Kolmas väittämä oli “Opin uutta tunnilla.” Vastaukset 
tälle väittämälle vaihtelivat välillä 3-5. Keskiarvoksi tuli 4. Neljäs väittämä oli “Pidän 
matematiikasta.” Samoin kuin alkukyselyssä, kaikki vastasivat tähän kysymykseen luvulla 5. 
Viimeinen väittämä oli “Matikka on minulle helppoa”. Vastaukset vaihtelivat välillä 3-5. 
Keskiarvoksi tuli 4,1. Matematiikka yleisesti siis koettiin kivaksi ja helpohkoksi oppiaineeksi. 
 
Avoimet kysymykset olivat “Mikä tunnilla oli kivaa?” ja “Mikä oli tylsää?” Kaksi oppilasta jätti 
vastaamatta kysymyksiin. Muiden vastausten perusteella kivaa oli “kaikki” ja “laskut”. Tylsää 
taas oli “kesto” ja “ei mikään”.  
4.2.2.4. Palaute 
Tutkija keskusteli yhden oppilaan kanssa opetustuokion jälkeen. Hänen mielestään kivointa 
oli alun peltipizzaan yhdessä tutustuminen. Yhteenlaskut olivat liian haastavia. Muita 
kommentteja oppilas ei antanut. 
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 4.2.2.5. Pohdinta 
Oppilaille ei jäänyt kunnon muistijälkeä opiskeltavasta. Enintään yksi ymmärsi, miksi parin 
jaot lisättiin omaan pizzaan (laventaminen), joten murtolukujen ymmärrys ei ollut vielä 
pitkällä. Oppilailla ei ollut joko muistissa tai tiedossa sitä, että samannimiset murtoluvut 
voidaan laskea yhteen. Tytöiltä tuli kommentti “Me ollaan jo matikankirjan lopussa ja nämä 
murtoluvut olivat kirjan alussa”. Tämän hän antoi syynä siihen miksi he eivät osanneet 
alkukyselyn tehtäviä. Opetustuokio olisi ollut luultavasti hyödyllisempi heti murtolukujakson 
jälkeen tai aikana. 
 
Tutkija oli ryhmän opettajan puheiden perusteella olettanut, että murtoluvut olisivat 
kolmasluokkalaisilla olleet paremmin muistissa. Osa oppilaista kuitenkin koki oppineensa 
jotain uutta tunnilla ja osalla oli ollut hauskaa peltipizzamallin parissa, joten opetustuokio ei 
ollut täysin hyödytön. Kolmasluokkalaisilla oli vielä hyvin vähäinen kokemus murtoluvuista, 
joten opetustuokion asiat tuntuivat vielä liian vaikealta ja irralliselta. 
4.2.3. Kuudesluokkalaisten opetustuokio 
Kolmantena ryhmänä lounaan jälkeen oli kuudesluokkalaiset. Heitä oli paikalla 6 oppilasta, 
joista kaikki olivat poikia. Tunnin aloitus myöhästyi, koska välitunnin aikana oli tapahtunut 
sanaharkkaa, ja tätä selviteltiin koko ryhmän kesken ryhmän opettajan johdolla. 
Opetustuokio kesti 75 minuuttia. Opettaja päätti oppilaiden istumajärjestyksen ja havainnoi 
ensimmäiset 20 minuuttia opetustuokiosta. Ryhmästä viidellä pojista oli vielä välitunnin 
tapahtumat mielessä, ja ne tulivat esille monesti opetustuokion aikana. Tämä aiheutti 
lisähäiriöitä tunnille. Opettajakin kommentoi, että tunnin aloitus oli hankala, koska piti 
keskustella välituntihankaluuksista ensin. Tuokiosta meni paljon aikaa oppilaiden 
rauhoittelemiseen ja järjestyksen säilyttämiseen. Tämän takia ryhmän kanssa ei edetty niin 
pitkälle, kuin tutkija oli toivonut. 
 
Oppilaat täyttivät ensin alkukyselyn. Aloitimme opetustuokion tutustumistehtävällä, jossa 
kahden täytteen pizza jaetaan kolmen syöjän kesken. Oppilaat saivat tämän tehtyä, mutta 
yllättävän hitaasti verrattuna nuorempiin ryhmiin. 
 
Tämän jälkeen tehtiin kaksi yhteenlaskutehtävää ja yksi vähennyslaskutehtävä.  
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 Murtolukujen suuruusvertailua tehtiin niin, että aiheesta kiinnostuneet ja aktiivisesti 
osallistuvat ehtivät tehdä neljän lukuparin suuruusvertailun. Koska ryhmä oli levoton, tutkija 
kävi jokaisen parin kanssa läpi suuruusvertailun yhden lukuparin kanssa.  
 
Kertolaskut tuottivat haasteita monelle. Ensin muisteltiin, mitä kertominen tarkoittaa. 
Peltipizzoilla ratkaistiin kolme murtolukujen kertolaskutehtävää. Tutkija kävi jokaisen parin 
luona auttamassa kertolaskutehtävien ratkaisussa. Avun kanssa jokainen pari sai ainakin 
yhden tehtävän ratkaistua. Kaksi oppilaista näytti ymmärtävän idean ja osaavan itse 
ratkaista samanlaisen tehtävän. Loput neljä saivat ohjeistettuna tehtävälle ratkaisun, mutta 
ei ehkä pystyisi itsenäisesti samaan. Tunnin levottomuuden ja hitaasti etenemisen takia 
murtolukujen jakolaskuja ei käsitelty. 
4.2.3.1. Käyttäytymisen havainnointi 
Ryhmän opettaja oli havainnomassa opetustuokiota ensimmäiset 20 minuuttia. Tämän 
aikana oppilaat olivat rauhallisempia, mutta kun opettaja lähti, yksi oppilas alkoi hyräilemään 
ja neljä muuta välillä tekivät ihan muita asioita. Yksi oppilas oli kiinnostunut ja osallistui koko 
tunnin. Turhautumista näkyi häiriökäyttätymisen osalta kahdella oppilaalla. Ylipäätään 
tunnelma opetustuokion aikana ei ollut rento ja mukava, vaan muutaman oppilaan 
säheltäminen teki tuokiosta väsyneen. Opettaja havainnoi yhden oppilaan olevan 
hämmentynyt alussa. Yksi oppilas oli opettajan havaintojen mukaan väsynyt ja hän näytti 
sen häiriökäyttäytymisenä. Hän havainnoi myös kaikkien osallistuvan opetustuokioon. 
Tuokion alussa kaikki osallistuivatkin paremmin, mutta tuokion edetessä, tylsistyminen ja 
turhautuminen vei joiltain voiton. Yhteistyötä oli havaittavissa vain kahdesti: yksi poika auttoi 
pariaan ja yksi poika suuruusvertailussa ohjeisti pariaan mallintamaan toisen vertailtavista 
murtoluvuista. 
4.2.3.2. Alkukysely 
Alku- ja loppukyselyt olivat yhteiset 5.-6.-luokkalaisille. Kyselyn (liite 5)​ ​murtolukutehtävien 
vastausten perusteella murtoluvuilla laskeminen ei ollut oppilailla hallussa ennen 
opetustuokiota. Vastauksista näkyy myös, että osa oppilaista katsoi pariltaan vastaukset 
vaikka itsenäistä vastaamista korostettiin. Vain yksi oppilas sai yhden tehtävän ratkaistua 
oikein alkukyselyn kolmesta tehtävästä. Kaikki muut tehtävät oli joko ratkaistu väärin tai ne 
oli jätetty tekemättä. Ainoa oikea ratkaisu tuli kertolaskutehtävään, jossa murtolukua 
kerrottiin kokonaisluvulla.  
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 Ensimmäinen tehtävä oli kahden erinimisen murtoluvun yhteenlasku: 1/2 + 1/4. Vastaukset 
olivat 2/4 (1 kpl) ja 2/6 (5 kpl) (oikea vastaus 3/4). Hyvin yleistä oli siis, että nimittäjät 
laskettiin yhteen ja osoittajat laskettiin yhteen. Yksi oppilas oli ensin antanut tehtävään 
oikean vastauksen 3/4, mutta yliviivannut tämän ja vastannut lopulta 2/6. Tähän on saattanut 
vaikuttaa parin vastaus. Kaksi oppilasta supisti vastauksen 2/6 muotoon 1/3. Yksi oppilas 
taas supisti väärin 2/6 = 3 eli hän oli sekoittanut murtoluvut 2/6 ja 6/2. Tämän perustehtävän 
osaaminen oli ryhmällä todella heikkoa.  
 
Toinen tehtävä oli kokonaisluvun ja murtoluvun kertolasku: 3 1/2. Tähän yksi oppilas·  
vastasi oikein 3/2 ja vielä muutti vastauksen sekaluvuksi 1 1/2. Muut viisi oppilasta antoivat 
vastaukseksi 3/6 eli he olivat kertoneet sekä murtoluvun osoittajan että nimittäjän 
kokonaisluvulla. Jos vastaus olisi supistettu, olisi saatu alkuperäinen murtoluku 1/2. Oppilaat 
ovat laskeneet kertolaskuja, joissa murtolukua kerrotaan kokonaisluvulla. Näyttää kuitenkin 
siltä, että oppiminen tässä on jäänyt hyvin pinnalliseksi. 
 
Kolmannessa tehtävässä murtolukua jaettiin kokonaisluvulla: 1/2 2 (oikea vastaus 1/4).÷  
Kolme oppilasta jätti vastaamatta tähän tehtävään. Yksi näistä merkitsi kysymysmerkin 
vastauksen kohdalle. Kaksi oppilasta antoi vastaukseksi 1. He ovat siis kertoneet murtoluvun 
kokonaisluvulla. Nämä oppilaat olivat parina, joten toinen on voinut kopioida toisen 
vastauksen. Yksi oppilas antoi vastaukseksi 5/2. Hän on saattanut sekoittaa tähän tavan, 
miten sekaluku muunnetaan murtoluvuksi. Oppikirjassa tähän annetaan sääntö “kerro 
kokonaisella nimittäjä ja lisää se osoittajaan”. Jakolasku murtoluvuilla ei ollut oppilaille 
aiemmin tuttu, mutta tehtäväksi oli valittu lasku, jonka päättely olisi ollut mahdollista.  
 
Kuudesluokkalaiset ratkaisivat murtolukutehtävät heikosti. Voi olla, että keskustelu välitunnin 
käyttäytymisestä näkyi alkukyselyyn vastaamisessa keskittymisvaikeutena ja 
levottomuutena.  
 
Alkukyselyssä oli avoin kysymys, jossa pyydettiin täydentämään lause “Murtoluvut ovat…”. 
Neljä oppilasta vastasi tähän “ihan ok” ja kaksi “ok”. Suuria tunteita ei murtoluvut siis 
herättäneet.  
 
Mielipidekysymyksiä oli kaksi. Näissä oppilaan tuli rastittaa lukusuoran kohta, joka vastasi 
omaa mielipidettä väittämään. Lukusuora oli välillä 1-5. Luku 1 tarkoitti “Olen eri mieltä” ja 5 
tarkoitti “Olen samaa mieltä”. Ensimmäinen väittämä oli “Pidän matematiikasta”. Vastaukset 
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 väittämään vaihtelivat välillä 3-4. Keskiarvo väittämälle oli 3,8. Oppilaat olivat siis myönteisiä 
matematiikalle. Toinen väittämä oli “Murtoluvuilla laskeminen on helppoa”. Vastaukset tähän 
väittämään vaihtelivat myös välillä 3-4. Keskiarvo väittämälle oli 3,3. Kukaan kyseisistä 
oppilaista ei siis kokenut murtoluvuilla laskemista kovinkaan vaikeaksi.  
4.2.3.3. Loppukysely 
Loppukyselyssä (liite 6) oli neljä murtolukutehtävää ja neljä mielipidekysymystä. 
Murtolukutehtävät olivat alkukyselyyn verrattuna samankaltaisia, mutta haastavimmilla 
luvuilla, jotta päättelyn sijaan pitäisi laskea. Yhdellä parilla oli keskenään täysin samat 
ratkaisut murtolukutehtäviin. On todennäköistä, että oppilas katsoi toiselta vastaukset.  
 
Ensimmäinen tehtävä oli erinimisten murtolukujen yhteenlasku: 1/5 + 2/3. Kaksi oppilasta sai 
laskettua tämän oikein (13/15). He laskivat tehtävän yhdessä ja pyysivät tutkijaltakin apua. 
Itsenäisesti he eivät olisi luultavasti keksineet oikeaa ratkaisua. Kaksi oppilasta jätti 
yhteenlaskutehtävän tekemättä. Muut vastaukset olivat 3/8 ja 3/5. Ensimmäisen vastauksen 
kohdalla on taaskin laskettu osoittajat keskenään ja nimittäjät keskenään yhteen, mikä oli 
yleistä alkukyselyn yhteenlaskutehtävässä.  
 
Toisessa tehtävässä murtolukua kerrottiin kokonaisluvulla: 3 2/5. Tähän tehtävään vastasi·  
kaikki oikein (6/5). Jotain oli luultavasti opetustuokion aikana muistunut mieleen, koska 
alkukyselyssä vain yksi oppilas vastasi tähän oikein. Neljän oppilaan vastaus oli 
sekalukumuodossa. 
 
Kolmas tehtävä oli myös kertolaskua, mutta nyt molemmat kerrottavat olivat murtolukuja: 3/4 
2/3. Tämän tehtävän ratkaisi oikein kolme oppilasta (oikea vastaus 6/12 = 1/2). Yksi jätti·  
tehtävän tekemättä ja kaksi muuta vastasivat 6/4. He olivat pari eli toinen luultavasti kopioi 
toisen vastauksen. Osoittajat on oikein kerrottu keskenään, mutta nimittäjäksi on valittu 
toisen kerrottavan nimittäjä. Kahden murtoluvun kertolasku tuli opetustuokion aikana uutena. 
Kukaan oppilaista ei käyttänyt peltipizzamallia hyväksi tehtävän ratkaisussa, mutta koska 
murtolukujen kertolaskusääntö pääteltiin peltipizzalla tehdyistä kertolaskuista, osalle 
oppilaista sääntö jäi mieleen.  
 
Neljäs tehtävä oli jakolasku: 1/2 3. Jakolaskuja ei ehditty käsittelemään opetustuokion÷  
aikana, joten ei tullut yllätyksenä, että kolme oli jättänyt tehtävän tekemättä. Kaksi oppilasta 
oli päätellyt ratkaisun oikein (1/6). He olivat pari, joten taaskin toinen on saattanut kopioida 
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 vastauksen toiselta. Yksi oli vastannut 7/2. Tässä toistuu alkukyselyssä esiin tullut sääntö 
sekaluvun muuntamisesta murtoluvuksi. Vastaus tuli samalta oppilaalta. Murtoluvun 
jakaminen kokonaisluvulla ei ole oppilaille uusi asia vaan sitä on käsitelty matematiikan 
kirjassa. 
 
Mielipidekysymyksiin vastattiin jälleen rastittamalla omaa mielipidettä vastaava lukusuoran 
kohta välillä 1-5. Luku 1 tarkoitti “Olen eri mieltä” ja luku 5 “Olen samaa mieltä”. Väittämään 
“Tämän tunnin aikana oli kivaa” kaikki oppilaat vastasivat arvolla 4. Oppilaat siis pitivät 
opiskelutavasta vaikkakin tunti oli niin levoton. Toinen väittämä oli “Tämän tunnin aikana 
opin uutta”. Vastaukset tähän väittämään vaihtelivat välillä 3,5-5. Keskiarvoksi tuli 4,4. 
Oppilaat kokivat siis suhteellisen vahvasti oppineensa uutta. Kolmas väittämä oli “ Aion 
käyttää peltipizzaa joskus laskemisen apuna”. Tähän väittämään vastauksen vaihtelivat 
välillä 3-4. Keskiarvoksi tuli 3,3. Oppilaat olivat siis avoimia peltipizzamallin käytölle.  
 
Viimeinen väittämä oli “Murtoluvut ovat hankalia”. Vastaukset tähän väittämään vaihtelivat 
välillä 2-5. Vastausten keskiarvo oli 3,3. Vain yksi oppilas oli jonkin verran eri mieltä väitteen 
kanssa. Muut oppilaat vastasivat lukusuoran keskelle (ei samaa eikä eri mieltä) tai olivat 
jonkin verran samaa mieltä väitteen kanssa. Alkukyselyssä oli väittämä “Murtoluvuilla 
laskeminen on helppoa”, jonka vastausten keskiarvo oli sama 3,3. Kahdella oppilaalla alku- 
ja loppukyselyn vastaukset olivat muuttuneet. Yksi oppilas vastasi alkukyselyn väitteeseen 
arvon 3 (ei samaa eikä eri mieltä väitteeseen murtoluvuilla laskeminen on helppoa) ja 
loppukyselyn väitteeseen arvon 5 (samaa mieltä väitteeseen murtouvut ovat hankalia). Joko 
oppilas koki loppukyselyn tehtävät liian vaikeiksi ja siksi totesi murtolukujen olevan hankalia, 
tai hän ei lukenut kysymystä kunnolla. Toinen oppilas vastasi alkukyselyn väitteeseen arvon 
3 ja loppukyselyn väitteeseen arvon 2. Eli hän ei ollut samaa eikä eri mieltä siitä, että 
murtoluvuilla laskeminen olisi helppoa, ja jokseenkin eri mieltä siitä, että murtoluvut ovat 
hankalia.  
4.2.3.4. Palaute 
Tutkija jutteli kahden ryhmän pojan kanssa tuokion jälkeen. Pojat sanoivat, että opetustuokio 
tuntui vähän hyödylliseltä. Heidän mielestään oli kivaa, kun sai tehdä muutakin kuin edetä 
kirjassa. Toiselle pojalle (ainoa, joka osallistui koko tunnin ajan) tekniikka jäi mieleen ja 
hänen mielestään se on helppo muistaa.  
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 4.2.3.5. Pohdintaa 
Opetustuokion ajankohta ja oppilaiden levottomuus vaikutti paljon tuokion kulkuun. Oppilaat 
eivät saaneet niin paljon irti opetustuokiosta kuin tutkija oli toivonut. Jakolaskuihin oli 
tarkoitus edetä tunnin lopuksi, mutta ajan ja oppilaiden keskittymistason takia suunnitelmaa 
muutettiin. Tämän opetustuokion aikana tutkija vietti enemmän kuin muiden ryhmien kanssa 
aikaa jokaisen oppilaan luona käyden selittämässä, miten suuruusvertailu peltipizzalla 
tehdään. Tämä oli ainoa tapa saada oppilaat keskittymään ja yrittämään suuruusvertailun 
tekemistä. Koko ryhmää yhtä aikaa opastaessa, osan oppilaista huomio oli muualla. Kyselyn 
perusteella oppilaat kuitenkin pitivät erilaisesta opiskelutavasta. He kokivat oppineensa 
uutta, joka oli perimmäisenä tavoitteena.  
4.2.4. Viidesluokkalaisten opetustuokio 
Päivän viimeiset tunnit käytettiin viidesluokkalaisten kanssa peltipizzamalliin tutustumiseen. 
Paikalla oli viisi viidesluokkalaista ja yksi kuudesluokkalainen, joka ei osallistunut edelliselle 
opetustuokiolle. Oppilaista kaksi oli tyttöjä ja neljä poikia. Tällä tunnilla oppilaiden annettiin 
istua kenen vieressä halusivat. Koko opetustuokion ajan paikalla oli ryhmän opettaja, joka 
kirjasi ylös havaintojaan tuokiosta. Opetustuokio kesti 75 minuuttia. 
 
Tuokio alkoi taas alkukyselyn täyttämisellä. Peltipizzaan tutustuminen aloitettiin 
tutustumistehtävällä. Jokainen piirsi pizzaansa jakoviivat niin, että pizzassa oli kuusi yhtä 
suurta palaa. Yhteenlaskutehtäviä tehtiin kaksi. Tämän jälkeen tehtiin yksi 
vähennyslaskutehtävä. Murtolukujen suuruuksia vertailtiin yhden lukuparin (3/7 ja 1/3)verran. 
Kertolaskujen kanssa aloitettiin taas kertolaskun idean miettimisellä: mitä tarkoittaa 3 kertaa 
2? Teimme peltipizzoilla kolme murtolukujen kertolaskutehtävää. Aktiivisesti tuokioon 
osallistuvat oppilaat tajusivat idean ja saivat ratkaistua heille ihan uudenlaisen laskun 
itsenäisesti. Oppilaat, jotka eivät keskittyneet, tekivät tutkijan kanssa yhdessä yhden 
tehtävän, mutta mekaanisesti ilman ymmärryksen syntymistä. Tämän jälkeen oppilaat 
täyttivät loppukyselyn. Tunnista paljon aikaa meni kahden oppilaan rauhoitteluun eikä 
tehtäviä tehty niin monta kuin tutkija oli toivonut.  
4.2.4.1. Käyttäytymisen havainnointi 
Päivän viimeinen iltapäivän tunti näkyi väsymyksenä oppilaissa. Kolme kuudesta jaksoi 
keskittyä ja osallistua koko tunnin. Kaksi poikaa, jotka olivat parina, häiritsivät koko tunnin 
ajan eikä heidän rauhoittelu onnistunut. He keskittyivät tehtävään vain silloin, kun oli heidän 
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 vieressään ja heidän kanssaan ratkaisi tehtävän yhdessä. Käyttäytyminen näytti johtuvan 
pääasiassa väsymyksestä, joka johti keskittymisvaikeuksiin. Yksi poika osoitti mielenkiinnon 
puutetta ja puuhasi omia juttujaan suuremmin häiritsemättä muita.  
Kaikki oppilaat keskittyivät tekemään alkukyselyä. Kolmen oppilaan osalta osallistuminen oli 
näkyvissä koko tuokion ajan. Nauttimista oli havaittavissa vain kahdessa tytössä. He myös 
olivat ainoat, jotka tekivät kunnolla yhteistyötä. Hei vaihtelivat keskenään pizzoja ja 
taulutusseja sekä keskustelivat tehtävistä. He olivat positiivisella mielellä koko tunnin ajan. 
Tylsistyminen näkyi kolmessa pojassa. Turhautumisen elkeitä näkyi kahdessa pojassa, 
mutta koska kyseessä oli selkeästi väsymys, eleet tulkittiin tylsistymiseksi. 
4.2.4.2. Alkukysely 
Alku- ja loppukyselyt olivat yhteiset 5.-6.-luokkalaisille. Alkukyselyn (liite 5) murtolukutehtävät 
menivät paremmin viidesluokkalaisilla kuin kuudesluokkalaisilla. Suurin osa tehtävistä oli 
oikein. Yksi oppilas (kuudesluokkalainen) ei vastannut sekä alku- että loppukyselyn 
murtolukutehtäviin, koska ei sanomansa mukaan osannut. Kolme oppilasta oli vastannut 
alkukyselyn kaikkiin tehtäviin oikein ja kaksi oppilasta oli saanut kaksi kolmesta tehtävästä 
ratkaistua oikein. Kuudesluokkalaisten ryhmään verrattuna ero oli iso. Kaksi poikaa, jotka 
toimivat parina, saivat tehtäviin samat vastaukset, joten on todennäköistä, että he tekivät 
yhteistyötä. 
 
Ensimmäinen murtolukutehtävä oli murtolukujen yhteenlaskua: 1/2 + 1/4. Kolme oppilasta 
ratkaisivat tehtävän oikein. Yhden oppilaan vastaus tehtävään oli 2/6 eli hän oli laskenut 
osoittajat keskenään ja nimittäjät keskenään yhteen. Tämä oli yleistä myös 
kuudesluokkalaisten ryhmässä. Yksi oppilas oli tehnyt virheen laventamisessa (2 4=6) ja·  
tämän takia saanut vastaukseksi 6/6 = 1. Muuten ratkaisustrategia oli oikein.  
 
Toisessa murtolukutehtävässä murtolukua kerrottiin kokonaisluvulla: 3 1/2. Tämän laskun·  
oli ratkaissut oikein viisi oppilasta eli kaikki, jotka vastasivat tehtävään. Tämä oli siis koko 
ryhmällä hyvässä muistissa. 
 
Kolmannessa tehtävässä ratkaistiin jakolasku, jossa murtoluku jaettiin kokonaisluvulla: 1/2 ÷
2. Tämä tuli ryhmälle uutena, mutta kaikki viisi vastannutta oppilasta sai ratkaistua tehtävän 
oikein. Kukaan ei merkinnyt laskuun välivaiheita. 
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 Avoimessa kysymyksessä oppilaiden tuli täydentää lause “Murtoluvut ovat mielestäni…”. 
Kaksi oppilasta vastasi “ihan kivoja”. Muut vastaukset olivat “aika helppoja”, “hyödyllisiä”, 
“tarpeellisia” ja “vaikeita”. Oppilaat suhtautuivat murtolukuihin pääosin siis positiivisesti. Yksi 
oppilas mielsi murtoluvut vaikeiksi. 
 
Mielipidekysymyksissä oppilaan tuli valita väitteelle sopiva arvo. Luku 1 tarkoitti “Olen eri 
mieltä.” ja luku 5 “Olen samaa mieltä.” Mielipidekysymysten ensimmäinen väite oli “Pidän 
matematiikasta”. Vastaukset tähän väitteeseen vaihtelivat välillä 2-5. Oppilas, jonka mielestä 
murtoluvut olivat vaikeita vastasi arvon 2 eli oli jokseenkin eri mieltä väitteen kanssa. 
Keskiarvo väitteelle oli 3,7. Toinen väite oli “Murtoluvuilla laskeminen on helppoa”. Tämän 
väitteen vastaukset vaihtelivat välillä 2-4,5. Keskiarvoksi saatiin 3,1. Arvon 2 antoi kaksi 
oppilasta, joista toinen oli ilmaissut jo aiemmin, että murtoluvut ovat hänelle vaikeita.  
4.2.4.3. Loppukysely 
Loppukyselyssä (liite 6) oli neljä murtolukutehtävää, joiden ratkaisemiseen sai käyttää 
peltipizzoja apuna. Vain yksi tyttö käytti peltipizzaa apuna tehtävien ratkaisemisessa. 
 
Ensimmäinen tehtävä oli erinimisten murtolukujen yhteenlasku: 1/5 + 2/3. Tämän ratkaisi 
oikein vain yksi oppilas. Hän oli laventanut luvut samannimisiksi ja saanut näin oikean 
vastauksen. Kolme oppilasta jätti vastaamatta tehtävään. Kaksi oppilasta sai vastaukseksi 
⅜. He olivat siis laskeneet osoittajat keskenään ja nimittäjät keskenään yhteen. Toinen 
näistä oppilaista oli alkukyselyssä käyttänyt samaa laskustrategiaa, mutta toinen oli 
alkukyselyssä ratkaissut samantyyppisen tehtävän oikein.  
 
Toinen tehtävä oli kertolasku, jossa murtolukua kerrottiin kokonaisluvulla: 3 2/5. Vain yksi·  
oppilas ratkaisi tämän tehtävän oikein. Tämä oppilas on sama, joka sai edellisenkin tehtävän 
ratkaistua oikein. Kaksi oppilasta jätti vastaamatta tehtävään ja kolme antoi vastaukseksi 
6/15. He olivat siis kertoneet kokonaisluvulla murtoluvun osoittajan sekä nimittäjän. He olivat 
siis laventaneet murtoluvun luvulla 3. Alkukyselyssä viisi oppilasta ratkaisi samantyyppisen 
tehtävän oikein. Luultavasti kellonaika ja koulun loppumisen lähentyminen vaikutti laskun 
onnistumiseen. 
 
Kolmannessa tehtävässä kertolaskun molemmat tekijät olivat murtolukuja: 3/4 2/3. Tämän·  
tehtävän viisi oppilasta ratkaisi oikein. Yksi oppilas jätti vastaamatta ja yksi antoi 
vastaukseksi 5/7 eli hän oli laskenut nimittäjät yhteen ja osoittajat yhteen. Sama oppilas 
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 käytti yhteenlaskussa tätä väärää strategiaa ja ehkä tässä tehtävässä luki tehtävänannon 
väärin. Tämä tehtävä meni paremmin kuin edellinen tehtävä, jossa toinen kertolaskun tekijä 
oli kokonaisluku. Tämä on yllättävää, koska kokonaisluvulla kertominen on tullut jo 
matematiikan kirjassa vastaan, mutta murtoluvun kertominen murtoluvulla tuli ensimmäistä 
kertaa esille opetustuokion aikana. 
 
Neljäs tehtävä oli jakolasku, jossa murtoluku jaettiin kokonaisluvulla: 1/2 3. Neljä oppilasta÷  
ratkaisi tehtävän oikein. Yksi oppilas merkitsi välivaiheen, jossa murtoluvun nimittäjä 
kerrotaan jakajalla. Yksi oppilas jätti vastaamatta ja yksi antoi vastaukseksi 1/3.  
 
Mielipideväittämiä oli loppukyselyssä neljä. Ensimmäinen väittämä oli “Tämän tunnin aikana 
oli kivaa”. Vastaukset väittämään vaihteli välillä 2-5. Oppilaat, jotka käyttäytyivät levottomasti 
ja häiritsivät tuntia antoivat arvot 2. Kolme oppilasta, jotka osallistuivat koko tunnin ajan, 
antoivat kaikki väitteelle arvon 5. Keskiarvoksi tuli 3,7.  
 
Toinen väittämä oli “Tämän tunnin aikana opin uutta”. Väittämän vastauksen vaihtelivat 
välillä 3-5. Osallistuvat kolme oppilasta antoi arvoksi 5, 5 ja 4,5. He kokivat oppineensa 
eniten. Häiritsevät kaksi oppilasta antoi väitteelle arvon 3. Yksi oppilas antoi arvon 4. 
Keskiarvoksi tuli 4,1. 
 
Kolmas väittämä oli “Aion käyttää peltipizzaa joskus laskemisen apuna”. Tähän väitteeseen 
vastaukset vaihtelivat välillä 2-4. Keskiarvoksi tuli 3,2. Myönteisempiä myöhäisemmälle 
käytölle olivat kaksi tyttöä, jotka osallistuivat koko tunnin ja ilmaisivat nauttimista.  
 
Neljäs väittämä kuului “Murtoluvut ovat hankalia”. Vastauksen väitteeseen vaihtelivat välillä 
2-5. Arvon 5 antoi oppilas, joka piti koko opetustuokion ajan murtolukuja vaikeina eikä 
osallistunut opetustuokioon aktiivisesti. Keskiarvoksi tuli 2,8. Kaikkien oppilaiden vastaukset 
olivat samassa linjassa alkukyselyn väitteen “Murtoluvuilla laskeminen on helppoa” 
vastausten kanssa.  
4.2.4.4. Palautetta 
Ryhmän tytöt olivat sitä mieltä, että peltipizzamallilla oli kiva työskennellä. He kertoivat 
oppineensa uutta erityisesti erinimisillä murtoluvuilla laskemisesta. Peltipizzamalli oli antanut 
asiaan uutta ymmärrystä. Poika, joka osallistui koko tunnin ajan, sanoi, että saattaisi käyttää 
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 peltipizzamallia tulevaisuudessakin hyväkseen. Oppilailla oli jo kiire kotiin, joten paljoa 
palautetta heistä ei saanut irti.  
4.2.4.5. Pohdintaa  
Se, että opetustuokio pidettiin oppilaiden päivän viimeisellä tunnilla, näkyi oppilaissa 
levottomuutena ja lopputuokion aikana kiireenä lähteä kotiin. Jotkut oppilaat ratkaisivat 
kertolaskun, jossa murtolukua kerrotaan kokonaisluvulla, oikein alkukyselyssä, mutta eivät 
osanneet tehtävää loppukyselyssä. Keskittyminen alkoi luultavasti siis jo herpaantua. 
 
Yllättävää oli, että viidesluokkalaiset osasivat kyselyiden murtolukutehtävät paremmin kuin 
kuudesluokkalaiset. Se, milloin murtolukuja on viimeksi käsitelty, voi vaikuttaa asiaan. 
Kyselyissä ryhmien arviot matematiikan mielekkyydestä ja helppoudesta eivät eronneet 
paljoa toisistaan. Aktiivisesti osallistuvat oppilaat kokivat oppineensa uutta ja heillä oli kivaa 
opetustuokion aikana.  
4.2.5. Pohdintaa montessoriluokkien opetuspäivästä 
Luokkien opettajan ehdotuksesta kaikki neljä opetustuokiota pidettiin saman päivän aikana. 
Tämä johtui siitä, että kaikilla opetusryhmillä oli kyseisenä päivänä paljon oman opettajan 
tunteja. Suunnitelma kaikkien neljän opetustuokion pitämisestä yhden koulupäivän aikana oli 
kunnianhimoinen. Päivä oli pitkä sekä oppilaille että tutkijalle. Opetustuokiot olisivat voineet 
onnistua paremmin, jos ne olisi jaksottanut kahdelle peräkkäiselle päivälle. Aamupäivän 
tunneilla oppilaat ovat virkeämpiä eivätkä vielä mieti kotiinlähtöä. Toisaalta nyt opetustuokiot 
saatiin tehtyä kerralla eikä niiden väliin päässyt jäämään liian paljon aikaa. Tutkijalla oli 
opetustuokioiden välissä tarpeeksi aikaa kysyä osalta oppilailta palautetta ja kirjata omia 
muistiinpanojaan ylös. Asiaa helpotti myös se, että opetusryhmät olivat pieniä ja oppilaat 
olivat tutkijalle tuttuja eli muistiinpanot pystyi tekemään nimillä. Näin oppilaiden 
käyttäytyminen jäi hyvin mieleen. 
 
Neljännen luokan ryhmä toimi opetustuokion ajan parhaiten ja heiltä tuli myös parasta 
palautetta koskien opetusmallia. Heidän opetustuokionsa tapahtui myös heti aamun 
ensimmäisellä tunnilla, jolloin ilmapiiri luokassa on muutenkin yleensä rauhallisempi. 
Yllättävää oli, että neljäsluokkalaisten kanssa edettiin pidemmälle kuin muiden ryhmien 
kanssa. Viides- ja kuudesluokkalaisten kanssa iso osa ajasta kului järjestyksen 
säilyttämiseen ja osallistumisen kehotuksiin. Tämä on sääli, koska molemmissa ryhmissä oli 
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 oppilaita, jotka osallistuivat ja tekivät yhteistyötä. He olisivat saaneet enemmän irti 
pizzamallilla ratkaisemisesta, jos opetustilanteessa olisi ollut rauhallisempaa. 
 
Neljäsluokkalaisilla oli ryhmänä selkeästi murtoluvut parhaiten hallussa. He keksivät 
nopeasti, että osiin jakamisessa on tärkeää, että osat ovat yhtä suuret. Muilta ryhmiltä tämä 
ei tullut yhtä selvästi esille. Neljäsluokkalaisten ryhmästä tuli myös laventaminen esille, 
ennen kuin siihen oltiin viitattu millään tavalla. Kolmasluokkalaiset eivät muistaneet 
kuulleensa laventamisesta. Kuudesluokkalaisten enemmistölle laventaminen ei muistunut 
mieleen.  
 
Neljäsluokkalaisten opetustuokio meni tutkijan mielestä esimerkillisesti. Vaikka tylsistymistä 
tai mahdollisesti vastahakoisuutta käsillä tekemiseen oli hieman havaittavissa, oppilaat 
osallistuivat innokkaasti ja selkeästi myös saivat uusia oppimiskokemuksia. Tämähän on 
kuitenkin mallin idea. Tämän ryhmän kanssa palautteen ja havaintojen perusteella 
tutkimuskysymykseen miten peltipizzamalli tukee oppimista, vastaus olisi hyvin. Vaikkakin 
tämän yhden opetustuokion perusteella tällaista päätelmää ei vielä voi tehdä, on suunta 
oikea. 
 
Kahdella ryhmällä tuli esille se, kuinka vahvana mielessä on pizzan malli pyöreänä muotona. 
Onkohan malli tarttunut mieleen tosielämästä vai matikan tehtävistä? Kaksi oppilasta alkoi 
piirtää peltipizzalle pyöreää pienempää pizzaa ja jakaa tätä osiin. 
 
Jokaisen ryhmän kanssa korostettiin sitä, että pizzat pitää jakaa yhtä suuriin osiin. Jos pizza 
on jaettu kuuteen yhtä suureen osaan, jokaisen osan on oltava tuo ⅙ ja niin ollen 
samankokoinen. Oppilaat kommentoivat, että on vaikea piirtää osat ihan yhtä suuriksi. 
Tällöin korostettiin, että kyseessä on malli eli voimme kuvitella osat samankokoiseksi. 
Mallissa ei palojen täydy olla ihan samankokoisia, mutta täytyy ajatella, että ne ovat. 
 
Kolmas- ja neljäsluokkalaisten välillä oli suuri osaamisero. Tottakai neljäsluokkalaisille 
murtoluvut on jo ehtineet kypsyä mielessä, kun taas kolmasluokkalaisille asia on vielä ihan 
uusi ja abstrakti. Kolmasluokkalaisissa havaittiin yrittämistä, mutta myös hämmennystä. 
Aihetta olisi ehkä pitänyt pohjustaa vielä enemmän tehdä lisää yksinkertaisia 
tutustumistehtäviä oppilaiden varmuuden nostattamiseksi. 
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 Tutkija muutti strategiaansa päivän edetessä. Ensimmäisellä tunnilla kaikki laskut eivät olleet 
näkyvissä, koska liitutaulutilaa ei luokassa ollut vapaana. Viimeisten laskujen luvut laitettiin 
näkyville dokumenttikameralla. Dokumenttikamera oli käytössä kaikilla seuraavilla tunneilla 
ja siinä näytettiin kaikkien tehtävien luvut. Ryhmän opettajan palautteen perusteella 
kyselyiden ohjeistusta vaihdettiin niin, että kun oppilas on valmis kyselyn täyttämisen 
kanssa, hän voi kääntää paperin ympäri ja piirtää mitä vain tulee mieleen matematiikasta. 
Näin kukaan ei odotellessaan häiritse muiden keskittymistä eikä kenellekään tule olo, että on 
liian hidas ja pitäisi olla jo valmis. 
 
Jakolaskutehtävään ei ehditty edetä minkään ryhmän kanssa. Tämä olisi ollut kiinnostava 
näyttää varsinkin kuudesluokkalaisille, mutta koska mielenkiinto oli suurimmalla osalla 
oppilaista niin vähäistä, ei jakolaskutehtävän ratkaisu olisi antanut siinä tilanteessa mitään 
uutta. 
 
Neljännen luokan tyttöjen kanssa opetustuokion jälkeen keskustellessa tuli esille 
matematiikan kirjan selkeys. Matematiikan kirjoissa ei anneta kaikille laskusäännöille 
selitystä. Onko tämä tutkitusti hyvä tapa vai tekeekö se hallaa käsitteenmuodostuksen 
etenemiselle? Selitystä ei anneta, vaan sanotaan tee. Montessoriluokalla on tosin tapana, 
että oppilaat tekevät itsenäisesti kirjaa eteenpäin ja pyytävät apua tarvitessaan. Uutta aihetta 
ei siis aina käydä opettajajohtoisesti yhdessä läpi esimerkein. Välillä opettaja ottaa jonkun 
aiheen yhdessä kaikkien kanssa, mutta voi olla, että osa oppilaista on jo ehtinyt tehdä 
kyseiset tehtävät. Kaikki oppilaat ovat eri kohdissa matematiikan kirjaa. 
 
Opetustuokiot menivät pääosin hyvin ja oletusten mukaisesti. Haastetta loi oppilaiden 
väsymys, sosiaaliset konfliktit ja keskittymisvaikeudet eli ihan aidot opetustilanteiden 
haasteet. Tämä ei tullut yllätyksenä eikä haasteisiin olisi etukäteen voinut varautua muuten 
kuin aikataulua muuttamalla. Aikataulut oli kuitenkin jo luotu, joten suunnitelmissa pysyttiin. 
 
Käyttäytymisen havainnoinnissa keskityttiin viiteen käyttäytymismalliin: osallistumiseen, 
nauttimiseen, yhteistyöhön, tylsistymiseen ja turhautumiseen. Osallistumista (tehtävään 
keskittyminen ja positiivinen tunteenilmaus) oli havaittavissa kaikissa montessoriryhmissä. 
Kuudennen luokan ryhmässä vain yksi kuudesta osallistui kunnolla koko tunnin ajan, muissa 
ryhmissä vähintään puolet oppilaista osallistui aktiivisesti opetukseen. Nauttimista (hymyily 
tai muu ilahtumisen ele) oli havaittavissa kolmessa ryhmässä: neljäsluokkalaisista kolme 
kahdeksasta, kolmasluokkalaisista yksi neljästä ja viidesluokkalaisista kaksi kuudesta näytti 
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 nauttimisen eleitä. Kuudesluokkalaisista ei nauttimisen elkeitä tullut esille. Yhteistyötä 
(yhdessä työskenteleminen yhteisen päämäärän saavuttamiseksi ja toisten avustaminen) 
myös havaittiin jokaisessa ryhmässä, eniten neljäsluokkalaisten kanssa. Heistä neljä 
kahdeksasta teki yhteistyötä, kun viides- ja kuudesluokkalaisista kaksi kuudesta näytti 
tekevän yhteistyötä. Kolmasluokkalaista kaikki neljä tekivät välillä yhteistyötä, mutta ei 
suuressa määrin.  
 
Turhautumista (häiriökäyttäytyminen ja ärtymisen eleet) havaittiin kolmessa ryhmässä. Kaksi 
kuudennen luokan oppilasta ilmaisi turhautumista häiriökäyttäytymisenä, joka johtui 
välitunnilla tapahtuneesta tilanteesta. Häiriökäyttäytyminen oli tähän tilanteeseen 
palaamista. Yksi kolmannen luokan oppilas ilmaisi turhautumista, koska hän ei osannut 
tehtäviä. Opettaja kirjasi saman oppilaan kohdalla ylös havainnon yrittämisestä ja 
vaivaantuneisuudesta, koska ei osannut yrityksestä huolimatta. Kaksi viidennen luokan 
oppilasta käyttäytyi opetusta häiritsevästi. Oppilaat käyttäytyivät levottomasti viimeisellä 
oppitunnilla ja olivat selkeästi väsyneitä. Tylsistymistä (keskittymisvaikeudet ja mielenkiinnon 
puute) havaittiin kaikissa ryhmissä. Kuudesluokkalaisista jopa viisi kuudesta näytti 
tylsistymisen eleitä jossain vaiheessa opetustuokiota. Viidesluokkalaisten ryhmästä puolet 
(kolme kuudesta), kolmasluokkalaisista yksi neljästä ja neljäsluokkalaisista kaksi 
kahdeksasta näytti tylsistymisen eleitä. 
 
Kaikkia havainnoinnin kohteena olevia käyttäytymismalleja oli nähtävissä opetustuokioiden 
aikana. Osallistuminen oli eniten havaittava käyttäytymismalli. Turhautumista ja tylsistymistä 
oli havaittavissa yllättävän paljon. Se ei kaikki ollut itse opetustuokioon kohdennettua vaan 
osa johtui luokan sosiaalisista tilanteista ja iltapäivän väsymyksestä. Ainoa turhautuminen, 
joka näytti olevan opetustuokioon kohdistettu, johtui siitä, että oppilas ei lyhytkestoisesta 
yrittämisestä huolimatta osannut tehdä tehtäviä. Nauttimista oli havaittavissa neljäsosalla 
oppilaista (6/24). Tämä on rohkaiseva havainto ja tukee opetustuokiosta annettua positiivista 
palautetta. Osa tehtävistä piti tehdä parin kanssa, koska niiden ratkaisuun tarvittiin kahta 
peltipizzaa. Oppilaita siis rohkaistiin yhteistyöhön. Silti tutkija oli toivonut yhteistyön tulevan 
enemmän ja luontevammin esille opetustuokioiden aikana. Nyt yhteistyö tuntui monesti 
pakotetulta.  
 
Havaintojen perusteella tutkimuskysymykseen “Kokevatko oppilaat peltipizzamallin 
kiinnostavaksi tavaksi oppia murtoluvuista?” ei voi antaa absoluuttista vastausta. 
Kokemukset ja annettu palaute olivat kuitenkin pääosin positiivisia, joten voidaan päätellä, 
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 että osa oppilaista koki peltipizzamallin kiinnostavaksi murtolukujen oppimistavaksi. 
Oppilaiden palautteen perusteella peltipizzamalli voi tukea oppimista syventäen ymmärrystä 
murtolukujen luonteesta. Ne oppilaat, jotka osallistuivat aktiivisesti opetustuokion aikana, 
kokivat mallin palautteen perusteella hyödylliseksi. Mikään malli tai materiaali ei tietenkään 
luo ymmärrystä, jos oppilas ei itse aktiivisesti työskentele sen parissa. 
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 5. Johtopäätökset 
5.1. Yhteenveto tutkimustuloksista 
Tutkimuksen tavoitteena oli testata ja kehittää luotua toiminnallista materiaalia murtolukujen 
oppimiseen. Materiaali on luotu peltipizzamallia käyttäen, ja se sisältää tehtäviä 
murtolukujen yhteen-, vähennys-, kerto- ja jakolaskuista sekä suuruusvertailusta ja 
ekvivalenssiluokista. Materiaalin tehtävillä pyritään tukemaan murtolukujen 
käsitteenmuodostusta ja antamaan ymmärrettävät selitykset murtolukujen laskusäännöille.  
 
Materiaalin testaus tapahtui kahtena päivänä kahdessa eri alakoulussa yhteensä kuudelle 
opetusryhmälle. Opetusryhmistä kaksi koostui kuudesluokkalaisista, yksi 
viidesluokkalaisista, kaksi neljäsluokkalaisista ja yksi kolmasluokkalaisista. 
Montessoriluokkien opetustuokioiden aikana havainnoitiin oppilaiden tunnetiloja ja 
käyttäytymistä. Havaintojen ja oppilaiden antaman palautteen perusteella pyrittiin 
vastaamaan tutkimuskysymykseen “​Kokevatko oppilaat peltipizzamallin kiinnostavaksi 
tavaksi oppia murtoluvuista?” Toiseen tutkimuskysymykseen “Tukeeko peltipizzamalli 
murtolukujen oppimista ja miten?” pyrittiin vastaamaan oppilaiden oman arvion perusteella 
oman oppimisen kokemuksesta. Montessoriluokkien opetusryhmät täyttivät myös alku- ja 
loppukyselyt, joissa oli mielipidekysymysten lisäksi murtolukutehtäviä. Koska kyseessä oli 
vain yksi opetustuokio, kyselyiden murtolukutehtävien ei ollut tarkoitus selvittää, miten hyvin 
oppilas oppi tuokion aikana. Ideana oli enemmänkin saada käsitys oppilaiden murtolukujen 
laskutaidoista. 
 
Kyselyiden murtolukutehtävien perusteella voidaan päätellä, että murtoluvut ovat haastava 
aihe alakoulussa. Tämä on yhteensopiva murtolukujen oppimisesta saadun aiemman 
tutkimustiedon kanssa. Tehtäviä osattiin ratkaista oikein yllättävän vähän. Millään 
opetusryhmällä ei ollut murtolukujakso matematiikassa käynnissä, ja paljon oli päässyt 
unohtumaan jo läpikäydyistä asioista. On hyvä, että murtoluvut kerrataan matematiikan 
oppitunnilla joka vuosi.  
 
Havaintojen ja palautteen perusteella voidaan päätellä, että peltipizzamalli on toimiva 
murtolukuja havainnollistava opetusmalli. Sitä tulisi pitää opetuksessa muiden 
murtolukumallien rinnalla laajentamassa oppilaan käsitystä murtoluvuista ja 
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 havainnollistamassa sellaisia laskuja, joita ei toisilla malleilla voi havainnollistaa. Aiempi 
tutkimustieto tukee monen erilaisen havainnollistamismateriaalin käyttöä lomittain. 
Opetustuokioiden perusteella voi sanoa, että osa oppilaista koki peltipizzamallin 
kiinnostavaksi tavaksi oppia murtoluvuista. Peltipizzamalli myös tuki aktiivisesti osallistuvien 
oppilaiden murtolukujen oppimista ja käsitteenmuodostusta lisäämällä ymmärrystä. 
Tutkimuskysymyksiin ei ollut alunperinkään mahdollista saada absoluuttisia vastauksia 
suunnitellulla tutkimusasetelmalla. Tulokset olivat kuitenkin rohkaisevia ja luo pohjan 
mahdolliselle laajemmalle jatkotutkimukselle. Peltipizzamallia voisi kehittää edelleen ja 
materiaalia luoda lisää, jotta opettajille olisi valmiiksi luotu materiaali käytettäväksi 
opetuksessa kaikilla luokka-asteilla ja kaikissa murtolukuun liittyvissä kokonaisuuksissa. 
Tutkijan mielestä peltipizzamalli ei yksinään kelpaa murtolukujen havainnollistamiseen, 
niinkuin ei mikään muukaan havainnollistamismalli. Tämän takia laajaa pitkittäistutkimusta 
vain peltipizzamallin toimivuudesta ei ole suotavaa tehdä. 
 
5.2. Tutkimuksen luotettavuus 
Kehittämistutkimuksen luotettavuus on usein kritisoinnin alla tutkimuskirjallisuudessa. 
Määrälliselle tutkimukselle ominaiset luotettavuuden osoitukset validiteetti ja reliabiliteetti 
eivät sellaisenaan ole sovellettavissa laadulliseen kehittämistutkimukseen. Pernaan mukaan 
kehittämistutkimus on luotettavuusanalyysin näkökulmasta haasteellinen 
tutkimusmenetelmä, mutta hän esittelee Design Based Research Collectiven (2003) kriteerit 
laadukkaaseen kehittämistutkimukseen: 
- Kehittämisen kokonaisvaltaisuus: tuotoksena saadaan ohjaavia malleja ja teorioita 
sekä kuvailevia teorioita. 
- Kehittämisen syklisyys: materiaalin jatkuva kehittäminen ja arviointi. 
- Teorioiden siirretävyys: teoriat on siirrettävissä kentälle opettajien käyttöön. 
- Testaus aidossa ympäristössä ja olosuhteissa. 
- Syklien tarkka dokumentointi. 
(Pernaa, 2013, 19-20.) 
 
Tämä tutkimus ei seuraa tarkasti kehittämistutkimuksen menetelmää eikä täytä kaikkia 
Design Based Research Collectiven luotettavuuskriteerejä. Kehittämisen syklisyys jäi 
tutkimuksen suppeuden vuoksi vähäiseksi, mikä johti myös syklien dokumentoinnin 
suppeuteen. Opetusmateriaalia kuitenkin testattiin aidoissa olosuhteissa, ja se on 
sellaisenaan siirrettävissä opettajien käyttöön.  
60 
  
Yleistysten tekeminen on tämäntyyppisen tutkimuksen puitteissa haasteellista. Virheitä voi 
aiheuttaa muun muassa sosiaalisen tapahtuman ainutlaatuisuus (Pernaa, 2013, 20, Kellyyn 
viitaten). Kehittämistutkimuksen heikkoutena nähdään se, että toteutus tapahtuu usein 
pienellä otoskoolla. Tällöin perusjoukkoa ei saada kuvattua yhtä hyvin kuin kvantitatiiviset 
tutkimusmenetelmät laadukkaalta tutkimukselta olettavat. Menetelmän puolustajat kuitenkin 
perustelevat, että kehittämistutkimuksen vahvuutena on tutkimustulosten yleistettävyys ja 
selitysvoima, vaikka luotettavuutta ei aina pystytä todistamaan tilastollisesti merkittäväksi. 
(Pernaa, 2013, 20-21, Edelsoniin viitaten.) 
 
Tutkimuksen havainnot ja siten tulokset ovat subjektiivisia. Tutkija on itse luonut materiaalin, 
pitänyt opetustuokiot ja havainnoinut oppilaiden käyttäytymistä. Opetustuokioissa on ollut 
mukana havainnoimassa ryhmän opettajat, joiden ylös kirjaamat havainnot eivät eronneet 
huomattavasti tutkijan havainnoista. Uuden opetusmallin ja opetustavan vastaanottaminen ja 
hyväksyminen on hyvin oppijasta kiinni. Ei voida siis yleistää, että joku havainnointimalli tai 
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Liite 1. Opetusmateriaali: Murtolukujen havainnollistamista 
peltipizzamallin avulla 
 
On tärkeää, että oppilaat jakavat pizzat yhtä suuriin osiin. 
 
Jokaiselle oppilaalle annetaan laminoitu pizza, tussi ja pyyhkijä. 
Opella luokan edessä pizza taululla tai dokumenttikameralla.  




1.a) Oppilaille jaetaan laminoidut peltipizzat ja mietitään yhdessä, mitä peltipizzalla 
tarkoitetaan. Se on suorakaiteen muotoinen pizza. Aloitetaan murtoluvuilla pohtimisella: mitä 
murtoluvut ovat? Niillä ilmaistaan osia, kun kokonainen on jaettu osiin. Peltipizzalla tämä on 
helppo hahmottaa, koska pizzahan täytyy jakaa osiin eli paloihin, jotta koko perhe voi pizzaa 
syödä. Sovitaan, että yksi pizza on nyt se kokonainen, jota jaetaan osiin.  
 
Jaetaan pizzat kalvokynällä puoliksi kahteen osaan. Huomioidaan, että jako pitää todella olla 
puoliksi, jotta yksi pala on ½ koko pizzasta.  
Miten pizza jaetaan neljään yhtä suureen osaan? 
 
Pyyhitään pizzat ja yritettään jakaa ne kolmeen yhtä suureen palaan.  
Huomataan, että yksi pala on tällöin ⅓.  
 
1.b) Jani, Sami ja Karri tekevät pellillisen pizzaa. Puolet pizzasta täytetään tonnikalalla ja 
toinen puoli kinkulla. He jakavat pizzan niin, että jokainen saa kumpaakin täytettä yhden 
palan. 
Miten piirtäisitte tämän pizzan? 














Kuinka suuren osan pizzasta kukin saa? ⅓ 
Kuinka suuri osa pizzasta on tonnikalapizzaa? ½ 
Kuinka suuri osa pizzasta yksi pala on? ⅙ 
 
Pyyhitään pizzat.  
 
Pohtikaa seuraavia tehtäviä yhdessä parin kanssa. Auttakaa paria piirtämään ja 




2. Teette parinne kanssa peltipizzaa. Sovitaan, että näissä tehtävissä keltainen pizza 
jaetaan aina vaakasuoraan ja vihreä pystysuoraan. Laitetaan asiasta muistutus taululle. 
 
Keltainen pizza jaettiin vaakasuorassa kolmeen yhtä suureen osaan ja vihreä leikattiin 
pystysuorassa neljään yhtä suureen osaan. Piirtäkää jaot. Muistakaa, että osien tulee olla 
yhtä suuret eli tasajaot. 
Keltaisesta pizzasta syötiin yksi kolmasosa (⅓) ja vihreästä yksi neljäsosa (¼).  






Vertailkaa parin kanssa: 
Kumpi söi enemmän? - miten nähdään, miten olisi helppo vertailla? 
- lisätään kaverin leikkaukset omaan pizzaan 




     
 
 
Väritetään kaverin syömät palat omaan pizzaan. Saadaan, että  
⅓ + ¼  = 4/12 + 3/12 = 7/12. 
Nyt on syöty 7/12, kuinka paljon pizzasta on silloin jäljellä? 5/12. 
 
Miten laskisitte laskun murtoluvuilla ilman peltipizzaa? Laventamalla. Tämähän me juuri 




3. Teette taas kaverin kanssa peltipizzaa. Nyt keltainen pizza jaetaan vaakasuorassa ja siitä 
syödään ¼. Vihreä pizza jaetaan pystysuorassa ja siitä syödään ⅕.  
 
Kuinka moneen osaan pizzat jaetaan? Kuinka monta jakoviivaa pizzaan tulee? 
Kummasta pizzasta on syöty enemmän? 
Kuinka suuri osa pizzasta on syöty? 
Osaatteko ratkaista tämän samalla tavalla kuin edellisen tehtävän?  
 
APU: toinen leikkaa pizzaan vaakasuorassa, toinen pystysuorassa. Värittäkää syömänne 
palat. Lisätkää kaverin leikkaukset omaan pizzaan ja laskekaa montako palaa söitte 










 4. Tehdään vielä yhdet peltipizzat pareittain. Taas leikataan keltainen pizza vaakasuorassa 
ja siitä syödään ⅓ . Vihreä leikataan taas pystysuorassa ja siitä syödään ⅖ . Kuinka moneen 






Kumpi syö enemmän?  
Kuinka suuri osa pizzasta tuli yhteensä syötyä? 
 
Piirretään omaan pizzaan kaverinkin leikkausviivat ja verrataan samankokoisten palojen 
määrää. 
Väritetään parin syömät palat omaan pizzaan ja huomataan, että  






5. Nyt keltaisesta pizzasta syödään ½ ja vihreästä ⅓. Kuinka paljon enemmän keltaisesta 
pizzasta on syöty? 
Jaetaan taas keltainen vaakasuoralla jaolla kahteen yhtä suureen osaan ja vihreä 
pystysuorilla jaoilla kolmeen yhtä suureen osaan. Väritetään syödyt palat pizzoihin ja 









 6. Keltaisesta pizzasta syödään ¾ ja vihreästä ⅔. Jakakaa pizzanne ja viivoittakaa syödyt 
osat. 
 
Kummasta pizzasta on syöty enemmän? Kuinka paljon enemmän? 
 




Palat laskemalla nähdään, että keltaisesta pizzasta on syöty enemmän eli ¾ > ⅔. 






7. Pohtikaa parin kanssa pizzojen avulla: 
-kumpi luku on suurempi 3/7 vai ⅓?  
 
Miten lähtisitte liikkeelle? Olisiko edellisistä tehtävistä apuja? Toinen värittää 3/7 ja toinen ⅓ 
pizzalleen ja vertailette niitä. Keltainen jaetaan taas vaakasuoraan ja vihreä pystysuoraan. 





-nopeille: kumpi suurempi: ⅔ vai ¾ , 4/7 vai ⅗ ? 
 
Miten tekisitte ilman pizzoja? Laventamalla. Niinhän teitte nytkin! 
 






Näihin ratkaisuihin riittää yksi pizza eli jokainen tekee itse omaan pizzaansa, mutta parin 
kanssa kannattaa pohtia yhdessä! 
 
8. Mietitään kertolaskua:  
Lasku  tarkoittaa, että otetaan kolme kahden ryhmää: 3 · 2 • • ••  •  •  
Kun kertoja on murtoluku, sama idea pätee: ½  2 eli otetaan ½  luvusta 2.·   
 
Huomio:​ jos seuraava tapa tuntuu oppilaista vaikealta, kerrottavat luvut voidaan ensin 
havainnollistaa kahdella pizzalla: yksi jaetaan vaakasuoraan kahteen osaan ja toinen 
pystysuoraan kolmeen osaan. Tämän jälkeen pizzat yhdistetään. 
 
Nyt pohditaan, miten kertolasku lasketaan, kun sekä kertoja että kerrottava on murtolukuja. 
Ratkaistaan kertolasku ​⅓ ½ ​pizzan avulla. Kertolaskussa otetaan siis yksi kolmasosa·  
puolikkaasta. Väritetään ensin pizzastamme luku ½ (puolikas): jaetaan pizza vaakasuoraan 
puoliksi. Miten saamme tästä otettua yhden kolmasosan? Jaamme pizzan pystysuorassa 




Yksi kolmasosa puolikkaasta pizzasta on väritetty kahdella värillä. Huomataan, että se on 




EKSTRANA: ⅓ ¼   ja ½ ¼·   ·   
 
9. Ratkaistaan lasku ​⅓ ⅖​ samalla tavalla kuin edellinen. Nyt siis otetaan ⅓ luvusta ⅖.·  













Ensin jaetaan pizza kahdeksaan yhtäsuureen osaan pystysuunnassa. Näistä osista 
väritetään 5. Väritetyistä viivoitetaan kaksi kolmasosaa. Viivoitettuja paloja on 10, kun koko 
pizzassa on 24 palaa. ⅔ ⅝ = 10/24. (TAULULLE)·  
 
Taululla on kertolaskujetehtävien lausekkeet. Keksitäänkö niistä, miten murtolukujen 
kertolasku lasketaan? 
 
Ekstra riippuen ikäryhmästä:​ yhteys murtolukujen kertolaskusääntöön. Lasketaan samat 
laskut opitulla säännöllä: osoittajat kerrotaan keskenään ja nimittäjät keskenään. 






11. Kokeillaanpas lopuksi vielä murtolukujen jakolaskua. Tämä aihe tulee teille eteen vasta 
yläkoulussa, mutta näytän miten hauskasti tämän voi tehdä peltipizzoilla. 
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 Lasketaan jakolasku ¾ : ¼ . Tähän tarvitaan kaksi pizzaa, joten tehdään pareittain taas. 
Jaetaan keltainen pizza taas vaakasuoraan ja väritetään luku 3/4. Vihreä jaetaan 








Lasketaan pizzojen palat. Ensimmäisen pizzan paloja on 12 ja toisen 4.  
Saadaan, että ¾ : ¼ = 12 : 4 = 3.  
Murtolukujen jakolasku muutettiin pizzapalojen jakolaskuksi. 
 
Ekstra: 
Kokeillaan samalla tavalla jakolaskut ⅔ : ⅚ ja 5/7 : 2/9. 
Todistetaan laskut todeksi, joko laskimella tai murtolukujen jakolaskusäännöllä: jaettava 
kerrotaan jakajan käänteisluvulla. 
 
Lopetus: 
Tämä on tapa laskea murtoluvuilla, jota voitte käyttää helposti piirtämällä pizzapalat joko 
vihkoon tai suttupaperille. Tai jos kokeessa ei muista, miten vaikka murtolukujen yhteenlasku 
lasketaan, voi viereen piirtää peltipizzan ja tarkistaa sen avulla vastaus. Samoin 







 Liite 2. Käyttäytymismallien havainnointilomake 
 
OSALLISTUMINEN: 




työskentely yhdessä, avustaminen 
TYLSISTYMINEN 





 Liite 3. Alkukysely 3.-4. -luokkalaisille 
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 Liite 6. Loppukysely 5.-6. -luokkalaisille 
 
77 
